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Einleitung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit einigen Aspekten der Theorie der
euklidischen und pyhtagoreischen Korpern. Im wesentlichen stiitzen wir uns
dabei auf die Arbeiten von Becker, hier insbesondere [Bec73] und von Diller
und Dress, ndmlich den Artikel [DD65].

Die Theorie der euklidischen und pythagoreischen Kérper ist eine verhalt-
nisméfBig junge, die mafligeblichen Erkenntnisse stammen allesamt aus der
zweiten Hélfte unseres Jahrhunderts. Grundlage dafiir waren die Arbeiten
von Artin und Schreier zu Beginn dieses Jahrhunderts, die erstmals Unter-
suchungen iiber formal reelle Korper anstellten. Einen Einstieg in die Theorie
der formal reellen Korper werden wir in Kapitel 1 im ersten Abschnitt ge-
ben. Wir nennen einen Korper formal reell, wenn die —1 des Korpers nicht als
Summe von endlich vielen Quadraten des Korpers geschrieben werden kann
(vgl. (1.6)). Artin und Schreier haben gezeigt, daf dies genau dann der Fall
ist, wenn K eine Anordnung besitzt (vgl. (1.7)). Dariiberhinaus werden Kri-
terien angegeben, unter welchen Voraussetzungen sich eine solche Anordnung
auf algebraische Korpererweiterungen fortsetzen lassen. Da die Arbeiten von
Artin und Schreier inzwischen zu den Standardwerken zahlen, aber auch um
den Umfang dieser Arbeit in Grenzen zu halten wurde im ersten Abschnitt
des ersten Kapitels auf Beweise verzichtet; stattdessen verweisen stets ein
oder mehrere Literaturangaben auf entsprechende Stellen in Standardwer-
ken.

Einen wichtigen Satz iiber p-Erweiterungen und insbesondere die ma-
ximale p-Erweiterung eines Korpers werden wir im dritten Abschnitt des
ersten Kapitels beweisen (vgl. (1.21)). Unter einer maximalen p-Erweiterung
des Korpers K verstehen wir das Kompositum aller algebraischen Galoiser-
weiterungen F von K, deren Grad tiber K eine p-Potenz ist (vgl. (1.19)). Wir



werden zum einen zeigen, dafl die maximale p-Erweiterung bereits die Verei-
nigung dieser Erweiterungskorper ist; zum anderen werden wir nachweisen,
da genau dann, wenn die maximale p-Erweiterung von K nicht bereits mit
K iibereinstimmt, also eine echte Erweiterung ist, K eine zyklische algebrai-
sche Galoiserweiterung vom Grad p besitzt. Vor allem diese letzte Aussage
wird spéter in dieser Arbeit mehrmals von Bedeutung sein.

Schliefllich werden wir im vierten Abschnitt des ersten Kapitels eine
Einfiihrung in die Theorie der formalen Potenzreihen geben. Insbesondere
werden wir Korper formaler Potenzreihen untersuchen und der Frage nach-
gehen, welches die Quadrate in einem solchen Korper sind. Wir werden er-
kennen, dafl diese Frage vollstindig zu beantworten ist und in (1.35) eine
Charakterisierung der Quadrate in Kérpern formaler Potenzreihen geben.

In den folgenden zwei Kapiteln werden wir stets von formal reellen Kor-
pern reden. Auf diese wichtige Generalvoraussetzung wird auch im Text noch
an mehreren Stellen hingewiesen werden.

pythagoreische Korper

Im zweiten Kapitel werden wir uns mit pythagoreischen Korpern befassen.
Wir nennen einen Korper K pythgagoreisch, wenn die Summe einer endlichen
Zahl von Quadraten aus K* stets wieder ein Quadrat aus K~ ist (vgl. (2.1));
dabei beschrinken wir uns allerdings lediglich auf formal reelle Kérper, da
ansonsten, wie wir kurz folgern, der Korper bereits quadratisch abgeschlossen
wére und folglich die Eigenschaft pythagoreisch nichts besonderes mehr an
sich hétte.

Neben einigen weiteren Charakterisierungen pythagoreischer Kérper wer-
den wir zunéchst untersuchen, wann ein Korper einen Erweiterungskorper
besitzt, der pythagoreisch ist. Wir werden den Begriff der pythagoreischen
Hiille in (2.4) einfiihren und dann erkennen, dafl jeder formal reelle Korper
eine pythagoreische Hiille besitzt; die pythagoreische Hiille ist sogar bis auf
[somorphie eindeutig (vgl. (2.5)). Schlielich gelingt es uns sogar, eine Kon-
struktion fiir die pythagoreische Hiille eines Korpers K explizit anzugeben

(vel. (2.9)).
Durch die Untersuchung der Anordnungen der pythagoreischen Hiille ei-
nes Korpers werden wir in der Lage sein zu folgern, daf sich jede Anordnung



eines Korpers K stets auf seine pythagoreische Hiille fortsetzen 148t (vgl.
(2.12)); die pythagoreische Hiille ist sogar die groite 2-Erweiterung von K,
auf die sich alle Anordnungen von K fortsetzen lassen. In (2.16) werden wir
ferner festestellen, daf};, wenn K eine Korpererweiterung E von endlichem
Grad besitzt, die pythagoreisch ist, bereits K selbst pythagoreisch ist.

Schlieflich werden wir noch der Frage nachgehen, wann ein Korper for-
maler Potenzreihen iiber einem Korper K pythagoreisch ist; wir werden er-
kennen, dafl dies genau dann der Fall ist, wenn bereits K ein pythagoreischer
Korper ist. Mit dieser Untersuchung schlieen wir das zweite Kapitel und be-
trachten im folgenden euklidische Korper als Erweiterungen pythagoreischer
Korper mit speziellen zusétzlichen Eigenschaften.

euklidische Korper

Einen pythagoreischer Korper, der genau eine Anordnung besitzt, nennen
wir eukidisch (vgl. (3.1)). Nach (3.2) sind das genau die Korper, deren Qua-
drate eine Anordnung bilden. Wir folgern dann sofort die Existenz euklidi-
scher Oberkorper. Neben einem weiteren Kennzeichnungssatz werden wir die
exaktheit einer Sequenz zwischen verschiedenen Quadratklassenkdrpern er-
halten (3.5), aus der wir einige niitzliche Erkenntnisse folgern kénnen. Wie
bereits fiir pythagoreische Korper konnen wir auch fiir euklidische Korper
folgern, dafl Unterkorper mit endlichem Grad bereits euklidisch sein miissen.

Schlieflich werden wir den Begriff der euklidischen Hiille erkléren als
einen minimalen euklidischen Oberkorper. Euklidische Korper besitzen ge-
nau eine Anordnung, und wir werden sehen, dafl zu jeder Anordnung eines
Korpers sogar eine euklidische Hiille existiert, die diese Anordnung fortsetzt
(vgl. (3.13)).

Einigen Raum wird die Untersuchung der Anzahl euklidischer Teilkérper
von R einnehmen. Wir werden erkennen, daf3 die Zahl solcher Teilkorper so-
gar der Gesamtzahl von Teilmengen in R entspricht. Wie schon bei den py-
thagoreischen Koérpern werden wir unsere Betrachtungen mit Uberlegungen
zu den Korpern formaler Potenzreihen iiber euklidischen Korpern beenden.



Kapitel 1

Vorbereitungen

Dieses einfithrende Kapitel dient der Kldrung der Definitionen und soll dem
Leser die zugrundeliegenden Schreibweisen und Sétze ndherbringen. Der Um-
fang einer klassischen Algebra-Vorlesung wird dabei als bekannt vorausge-
setzt. Der interessierte Leser sei auflerdem auf die entsprechende Fachlitera-
tur im Literaturverzeichnis hingewiesen, hier besonders die Arbeit von Priess-
Crampe! und Jacobson?, deren Schreibweise hier weitestgehend gefolgt wird.

In allen Kapiteln bezeichne stets, falls es nicht ausdriicklich anders erklért
wird, K einen Korper mit einer Charakteristik # 2, sowie K? := {z? : z €
K>} die Menge der Quadrate in K*, o(K) bezeichne alle Summen von Ele-
menten aus K2, das sind alle Elemente, die sich als Summe von Quadraten
in K* schreiben lassen.

Korper der Charakteristik 2 werden wir bewuf3t ausschliefen, da fiir diese
in unserem Zusammenhang kaum sinnvolle Ergebnisse erzielt werden konnen.

Wir werden ,,C*“ bzw. ,, D schreiben, um anzuzeigen, daff es sich um eine
echte Teilmenge resp. Obermenge handelt. Soll auch die Gleichheit zuléssig
sein, so werden wir stattdessen die Symbole ,C“ bzw. ,,O“ verwenden.

1[PCs3]
2[Jac80a]



1.1 Die Theorie von Artin und Schreier

Da wir im Zusammenhang mit pythagoreischen und euklidischen Korpern
stets wissen miissen, welches die positiven Elemente eines Korpers sind,
bendtigen wir zuallererst eine Definition des Begriffs der Anordnung.

Definition 1.1 Unter einer Anordnung eines Korpers K versteht man eine
Teilmenge P C K mit folgenden Eigenschaften:

a) 0¢ P,
b) Fir0# x € K gilt entweder x € P oder —x € P,

c) P ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation.
Die Elemente von P werden als positive Elemente bezeichnet.

Mit dieser Definition sagen wir kurz auch P ist eine Anordnung von K.
Gleichbedeutend mit Definition 1.1 ist folgende Charakterisierung:

Satz 1.2  Fliir eine Anordnung P eines Korpers K gilt:

a) P ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation,
b) PNn(—P)=1, und
¢) PU(—P)=K~,

wobei hier wie iblich (—P) :={p: (—p) € P} sei.

ANMERKUNG: FEs ist ebenfalls nicht uniiblich, die Null des Korpers als Ele-
ment der Anordnung zuzulassen. Bei Bourbaki® etwa wird eine Anordnung
durch die drei Eigenschaften: 1. P+ P C P, 2. PP C P, 3. PN (—P) = {0}
erklart, wobei die Anordnung total genannt wird, wenn 4. P U (—P) = K
erfiillt ist.

[11]Siche [Lam73, chap.8, Def.1.2], [Jac80a, Def.5.1] oder auch [PC83, I1.§1 Satz 1]
3[Bouss]



Da es allerdings in unserem Zusammenhang stets umstédndlich wére, die
Null separat zu behandeln, wollen wir mit obiger Definition arbeiten. o

Da ein Korper K mitunter mehrere Anordnungen besitzt, werden Ele-
mente, die positiv unter allen Anordnungen sind, total positiv genannt. Aus
a-a=a?= (—a)(—a) fir ein a € K* folgt sofort, daf} alle Quadrate total
positiv sind. Mit (1.1) wird sofort klar:

Lemma 1.3 Es sei K ein Korper mit mindestens einer Anordnung. Die

total positiven Elemente eines Korpers K sind dann genau die Summen von
Quadraten in K, also o(K).

Teilmengen von Anordnungen, die lediglich die Abgeschlossenheitsrela-
tionen erfiillen, nennen wir Praordnungen:

Definition 1.4 Unter einer Priordnung eines Korpers K verstehen wir eine
Teilmenge P C K*, die sowohl additiv, als auch multiplikativ abgeschlossen
ist; fiir die also P- P C P, P+ P C P gilt.

Der folgende Satz, der auf Artin zuriickgeht, begriindet die Namenswahl
,Praordnung®:

Satz 1.5 (Artin) Jede Priordnung eines Korpers ist der Durchschnitt von
Anordnungen.

Artin und Schreier haben den Begriff der formal reellen Kérper eingefiihrt
und eine Theorie entwickelt, auf deren Basis Artin spéter eines der Hilbert-
schen Probleme lésen konnte?.

Definition 1.6  Ein Kirper K heifit formal reell, wenn (—1) € K mnicht
Summe von Quadraten aus K ist. Mit dem zuvor eingefiihrten Symbol bedeu-
tet dies:

K formal reell <= (—1) ¢ o(K)

4Es war dies Hilberts siebzehntes Problem, das die Frage nach der Positivitit spezieller
rationaler Funktionen in n Unbestimmten stellte. Vergleiche hierzu etwa [Jac80b].
[1-6]Siche [Lam73, chap.8,p.223] sowie [Jac80b, Def.11.1]
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Nun ist offenkundig ein Korper, der eine Anordnung besitzt, formal reell.
Artin und Schreier haben gezeigt, dafl die Umkehrung ebenfalls gilt:

Satz 1.7 (Artin/Schreier) Ein Korper K besitzt genau dann eine An-
ordnung, wenn K formal reell ist.

Besitzt ein Kérper nun eine Anordnung, so ist als néchstes die Frage inter-
essant, ob und auf welche Kérpererweiterungen sich die Anordnung fortsetzen
1a8t. Diese Frage beantwortet zu Teilen der folgende Satz:

Satz 1.8 Sei K ein Korper mit einer Anordnung P: sei ferner f ein irre-
duzibles Polynom aus K|z|. Existieren a,b € K so, daf$ f(a)f(b) <0, dann
existiert eine Fortsetzung von P auf L := K|z]|/(f).

Dieser Satz erlaubt es uns, leicht zu charakterisieren, wann eine Anordnung
auf einen Erweiterungskorper fortsetzbar ist:

Zunéchst betrachten wir als einfache Folgerung aus (1.8) das folgende
Lemma:

Lemma 1.9 Sei K ein Korper, versehen mit einer Anordnung P; sei ferner
L = K(v) mit einer Nullstelle v von 2* — ¢, 0 < ¢ € K. Dann ezistiert eine
Fortsetzung der Anordnung von K auf L, d.h. eine Anordnung P' von L, mit
PPNK=P.

Auch das nachstehende Lemma ist eine Folgerung aus (1.8):
Lemma 1.10 Sei K ein Kérper, versehen mit einer Anordnung P. Sei

ferner L eine Erweiterung ungeraden Grades tber K. Dann existiert eine
Fortsetzung der Anordnung von K auf L.

[17]Siehe [Lam73, chap.8,cor.1.10], [PC83, 11.§2 Satz 2] sowie [Jac80b, Th.11.1]
[18lSiehe [PC83, 11.§2 Lemma 4] oder [Jac80b, p.633 Lemma 2]

(1-9]Siche [PC83, I1.§2 Lemma 5]
(1-10]Sjehe [PC83, 11.§2 Lemma 6]



Wir wollen ebenfalls beachten, dafi mit dem Satz von Artin/Schreier also
jede Korpererweiterung geméaf (1.9) und (1.10) eines formal reellen Kérpers
wieder formal reell ist.

Die Eigenschaft formal reell 168t es weiter zu, den Begriff der Abgeschlos-
senheit wie folgt einzufiihren:

Definition 1.11 Sei K ein formal reeller Korper, der keine echt algebraische
Erweiterung besitzt, die formal reell ist. Dann heifst K reell abgeschlossen.

In einem reell abgeschlossenen Korper hat jedes positive Element bereits
eine Quadratwurzel in K, oder anders geschrieben:

Satz 1.12  Sei K ein reell abgeschlossener Kirper, versehen mit der An-
ordnung P. Dann ist P = K?. Insbesondere ist P eindeutig bestimmdt.

Wie immer interessieren bei algebraischen Figenschaften stets Existenz
und Eindeutigkeit. Dariiber verschaffen uns die folgenden zwei Sétze einen
Uberblick:

Satz 1.13  Zu jedem formal reellen Korper K gibt es eine algebraische Er-
weiterung L so, dafl L reell abgeschlossen ist und sich die Anordnung P von
K zu einer Anordnung P von L fortsetzen ldfst. Auflerdem ist L bis auf
K-Isomorphie eindeutig bestimmdt.

Der Beweis dieses Satzes macht Gebrauch vom Zorn’schen Lemma. Die fol-
gende Definition ist damit in natiirlicher Weise gegeben:

Definition 1.14  Es seien die Beziehungen wie in Satz 1.13 gegeben. Der
Koérper L wird dann reeller Abschlufl von K genannt.

Dariiber hinaus macht man sich leicht klar, dafl folgendes Lemma gilt:

Lemma 1.15  Die Anordnung in einem reellen AbschlufS sind genau seine
Quadrate.

[1-11]Siche [Lam73, chap.8,Def.1.8] oder [PC83, Seite 23f.]
(1-12GSjehe [PC83, 11.§2, Lemma 7, Satz 8] sowie [Lam73, chap.8, Th.1.8]
[1-13]Gjehe [PC83, 11.§Satz 3] oder auch [Jac80b, Th.11.4] sowie [Lam73, chap.8 prop.1.9]

9



Es folgt noch ein letzter Satz, der einen Zusammenhang zwischen reell
abgeschlossenen und algebraisch abgeschlossenen Korpern herstellt:

Satz 1.16  Genau dann ist K reell abgeschlossen, wenn K (i) algebraisch
abgeschlossen ist, wobei hier i eine Wurzel des Polynoms X% + 1 bezeichnet.

1.2 Algebraische (GGaloiserweiterungen

Dieser Abschnitt soll noch einmal diejenigen Tatsachen iiber algebraische
Galoiserweiterungen zusammenstellen, die in dieser Arbeit benttigt werden.

Definition 1.17  FEs seten E, K Korper, wobei E eine Erweiterung von K
sein soll.

Ein Element e von E heifit algebraisch iiber K, wenn e die Wurzel eines
Polynoms mit Koeffizienten aus K ist; ansonsten heifit e transzendent.

E heifit eine algebraische Erweiterung von K, wenn jedes Element von
E algebraisch tiber K ist.

Einige einfache und bekannte Aussagen fassen wir in dem folgenden Lem-
ma zusammen. Die Beweise sind in jedem ausreichend umfassenden Algebra-
Buch zu finden.

Lemma 1.18 Seien E, K Korper mit E O K. Iste € E algebraisch tiber K,
so existiert ein eindeutig bestimmtes irreduzibles normiertes Polynom f. €
K[X], zu dem e eine Wurzel ist.

Sei f ein weiteres normiertes Polynom in K[X| mit Wurzel e, so gilt:

Jelf-

10



1.3 Die maximale p-Erweiterung eines Kor-
pers

Definition 1.19 Sei K ein Korper sowie p eine Primzahl. Unter der maxi-
malen p-Erweiterung K, von K versteht man das Kompositum aller endlichen
Galoiserweiterungen E C K von K, dessen Grad tiber K eine p-Potenz ist.

Wieder ist es moglich, einen Abschlu3begriff einzufiihren:
Definition 1.20  Ein Kérper K heifit p-abgeschlossen, wenn K = K,,.

Wir werden in dieser Arbeit mehrmals mit 2-abgeschlossenen Korpern
befafit sein und benotigen dafiir Aussagen iiber diese. Im folgenden Satz
werden wir deshalb allgemeine Aussagen fiir ein beliebiges p erkldren und
beweisen, da dies keinen weiteren Aufwand erfordert:

Satz 1.21  Fiir die mazimale p-Erweiterung eines Korpers gilt:

a) K, ist die Vereinigung V aller der oben beschriebenen Korper E.
b) K,/K ist galoissch.

c) Genau dann ist K p-abgeschlossen, wenn K keine zyklische Erweite-
rung vom Grad p besitzt.

BEWEIS: Zum Beweis von a) geniigt zu zeigen, dafl mit ¢ und b aus zwei
endlichen Galoiserweiterungen vom Grad einer p-Potenz iiber K eine Galois-
erweiterung existiert, die beide enthélt und deren Grad iiber K ebenfalls eine
p-Potenz ist: Seien a € K; und b € Ky mit den eben genannten Eigenschaf-
ten. Dann ist Ky N Ky Erweiterungskorper vom Grad einer p-Potenz iiber K
(und eventuell mit K identisch). K;/K ist galoissch. Mit dem Translations-
satz folgt, daBl K - Ky/Ky = K;/K; N Ks. Da der Grad von K7 /K; N K,
ebenfalls eine p-Potenz ist, folgt somit die Behauptung.

(1-19]Siche [Bec73, Seite 42 Nr.1]
(1-21lSjehe [Bec73, Seite 42 Nr.1]
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Mit Teil a) folgt der Nachweis von b) sofort: Bekanntlich ist eine Kérper-
erweiterung genau dann galoissch, wenn sie normal und separabel ist (Artin).
Jedes Element a € K, ist bereits enthalten in einer endlichen Galoiserwei-
terung F, da K, eine Vereinigung solcher Erweiterungskorper ist. Mit E' ist
aber a bereits separabel iiber K. Betrachten wir ein beliebiges irreduzibles
Polynom ¢(z) € KJz|, das eine Nullstelle a in K, besitzt. Mit a) ist aber
a schon enthalten in einer endlichen Galoiserweiterung E, so da ¢(z) in
E[z] C K,[z] bereits in Linearfaktoren zerfillt. Also ist K,/ K galoissch.

Fir Teil ¢) ist nur zu zeigen, daf§ im Fall K # K, in K, stets eine
zyklische Erweiterung von K mit Grad p enthalten ist. Die Gegenrichtung ist
trivial. Nehmen wir also an: K, # K. Dann existiert mindestens eine endliche
Galoiserweiterung F von K, deren Grad {iber K eine p-Potenz ist, etwa p™.
Wir wissen, dafl die Galoisgruppe von E/K eine Untergruppe vom Index p
besitzt. Diese ist wiederum ein Normalteiler, so dafl mit dem Hauptsatz der
Galoistheorie K einen endlich-galoisschen Erweiterungskorper vom Grad p
besitzt, und dieser ist zyklisch. O

1.4 Potenzreihenkorper

Die Einfithrung von Kérpern formaler Potenzreihen geht zuriick auf Hilbert
und Hahn. Wir benétigen diese jedoch nur in einer sehr allgemeinen Form.
Daher schildern wir eine Konstruktion, die von B.H.Neumann stammt. Die
dafiir notwendigen Erkenntnisse werden wir im folgenden kurz schildern.
Auflerdem werden wir eine eigene Charakterisierung der Quadrate in Kérpern

12



formaler Potenzreihen gewinnen, die uns die Handhabung dieser Kérper in
den von uns benoétigten Féllen bedeutend vereinfacht. Wir stiitzen uns bei

unseren Ausfithrungen sowie bei Sdtzen, die wir nicht beweisen, stets auf
[W#h92], [Kal89] sowie [T'sc81].

Definition 1.22 Sei G = (G, +, <) eine angeordnete Gruppe, sowie K ein
Schiefkorper. Jede Abbildung p : G — K, deren Triger T(p) = {x € G |
p(z) # 0} beziiglich ,,<* wohlgeordnet ist, heifie eine formale Potenzreihe auf
G iiber K (oder auch mit Koeffizienten aus K ). Wir schreiben p in der Form
Ywer(p) t*Pe, wobei p, = p(x). Die Menge aller formalen Potenzreihen auf
K diber G sei bezeichnet mit H(G, K).

Fiir den Rest dieses Abschnitts bezeichne nun G stets eine angeordnete
Gruppe, sowie K einen Schiefkorper. Offensichtlich ist die folgende Aussage:

Satz 1.23 (H(G, K),+) mit der inneren Verknipfung +, definiert durch
P+ ) (x) :=p(x)+q(z), zeCpqeHGK)
ist eine abelsche Gruppe.

Bevor eine Verkniipfung, die als Multiplikation angesehen werden kann,
definiert wird, miissen wir den Begriff des Fuaktorensystems kennenlernen:

Definition 1.24  Man nennt zwei Abbildungen f:Gx G — K*, w: G —
Aut K ein Faktorensystem, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) fla,b) - a0 = g0 £ (q,b)
(IT) fla+b,¢)f(a,b)* = f(a,b+c)f(b,c)
(I11) fle,x) =1= f(z,e), wle) = 1d

jeweils mit a,b,c,x € G, d € K. Firp,q € H(G, K) werde dann pq definiert

durch
(pa)(2) = > fl@yp@)*Pqy) . (%)

xt+y=z
(z,9)€T(P)XT(q)

(1-22IGjehe [Wih92, Seite 44]
[1-23]Gjehe [Wih92, Seite 45]
[1-24]Sjehe [Wih92, Seite 45]
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Fiir (%) bleibt die Wohldefiniertheit noch zu zeigen. Diese folgt aber sofort
aus dem folgenden Lemma:

Lemma 1.25  Fir wohlgeordnete Teilmengen S, T von G gilt:

(o) S+ T ist wohlgeordnet.

(B) Zu jedem z € S+ T ezistieren nur endlich viele Paare (x,y) € S x T
mit T +y = z.

So dafl wir schliefSlich folgenden Satz erhalten:

Satz 1.26  Die fiir p,q € H(G, K) durch (%) erkldrte innere Verkniipfung
ist wohldefiniert und der Triger von (pq) wohlgeordnet.

(%) besagt im wesentlichen:

tpy - t¥p, = "MV (2, y)pWp,

Also in der iiblichen Summenschreibweise

(Z)txpx)-( >otp)= Y (X fayp@ay).

. +y=
€T (p veT(@) TP (o ertxr@

Offenbar erfiillt immer das triviale Faktorensystem f : (z,y) — 1, w : 7 —
Idx die Bedingungen (I), (I1) und (I11). Fiir ein spezielles Faktorensystem
wollen wir im folgenden H (G, K) genauer durch Hy (G, K) bezeichnen.

Der folgende Satz wurde fiir triviale Faktorensysteme bereits 1907 von
H.Hahn und F.Hausdorff bewiesen; die allgemeine Fassung allerdings stammt
von B.H.Neumann:

Satz 1.27 (Neumann 1949) Essei G = (G, +, <) eine angeordnete Grup-
pe, K ein Schiefkirper und (f,w) ein Faktorensystem. Dann ist die Menge
der formalen Potenzreihen auf K tber G, bezeichnet durch Hy (G, K), ein
Schiefkorper.

(125]Sjehe [Wih92, Seite 45]
[1-261Gjehe [WhO2, (2)]
(1-27ISjehe [W&h92, (4)]
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Man kann sogar noch etwas weiter gehen und zeigen, daf jeder angeordnete
Schiefkorper K in einen angeordneten Schiefkorper H einbettbar ist. Es ist
sogar jeder Schiefkorper K in jeden Schiefkérper formaler Potenzreihen {iber
K einbettbar.

Da wir in dieser Arbeit allerdings unser Augenmerk stets auf Korper
gerichtet haben, ist es interessant und notwendig zu wissen, unter welchen
Einschrankungen ein Korper K wieder einen Kérper Hy,, (G, K) liefert. Dazu
beweisen wir folgenden Satz:

Satz 1.28 Unter den Voraussetzungen von (1.27) ist H = H; (G, K) genau
dann kommutativ, wenn K und G kommutativ sind, f symmetrisch ist und
w(x) =1d fir alle z € G.

BEWEIS: Die Notwendigkeit folgt sofort aus (x), so dal nur ,=* zu zeigen
bleibt. Sei also H kommutativ. Da eine Einbettung von K in H existiert (s.
Bemerkung nach 1.27), ist auch K kommutativ. Mit den speziellen Potenz-
reihen t* und #* etwa erhalten wir aus (x): Es ist t%¢°(a + b) = f(a,b) und
titb(z) = 0 fiir # # a + b. Fiir das vertauscht lautende Produkt erhalten
wir t°%(b + a) = f(b,a) und t°t%(z) = 0 mit x # b + a, so dafl wegen der
Kommutativitdt von H sofort aus der Gleichheit der beiden a +b = b+ a
und f(a,b) = f(b,a) zwingend erforderlich wird.

Fir k € K und z € G gilt:

und
(1(x) - e(k)) = f(z,e)m(z)(x)® - e(k)(e) = k.
Das schlieBlich zeigt w(z) = Id. O

Wir werden im folgenden mit H¢(G, K) einen Korper formaler Potenz-
reihen bezeichnen, dabei sei G = (G, +, <) eine angeordnete Gruppe, K ein
Korper und f: G x G — K* eine symmetrische Abbildung. Gemé&fl unseren
bisherigen Erkenntnisse ist H¢(G, K) ein Korper. Fiir p,q € H¢(G, K) ist

dann (p +¢)(2) = p(2) +q(x), (p-@)(@) =X == f(2,y)p(2)q(y) mit
req.

[1.28]Giche [Wih92, (8)]
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Nach der nun folgenden Untersuchung der Quadrate in H(G, K) werden
wir noch eine weitere Forderung an f stellen miissen: f(a,b) wird dann als
G X G — Pg mit Pk einer Anordnung von K erklart werden.

An dieser Stelle ist es zweckméfig, zwei weitere Abbildungen zu definieren:
ord : Hi(G,K) — G, sowie anf:H; (G K)— K

Definitionen und Sétze werden dadurch erheblich besser lesbar sein:

Ist p aus Hf(G, K), und ist zp = minT'(p) das kleinste Element des Trigers
von p, so werden wir t*p,, als den Anfangsterm von p bezeichnen; anf(p) :=
Pz als den Anfangskoeffizienten, sowie ord(p) := z als dessen Ordnung.

Fiir die leere Potenzreihe setzen wir als Ordnung ord(0) := oo, sowie den
Anfangskoeffizienten anf(0) = Og.

Es ist mafigeblich vom Anfangskoeffizienten, so werden wir sogleich se-
hen, abhéngig, ob p ein Quadrat ist oder nicht:

Lemma 1.29 FEs seip € Hp(G, K)* mit dem Anfangskoeffizienten p,,. Ist
p ein Quadrat, so existiert einy € G, so dafy Ty = 2y und p,,/f(y,y) € K.

BEWEIS: Sei ¢ € Hy(G, K)*, und sei tYq, der Anfangsterm von ¢, so ist der
Anfangsterm von ¢ - ¢ geméf (x) gleich f(y, y)t*q;. 0

Bevor wir uns auf die Suche nach allen Quadraten in H;(G, K) machen,
wollen wir nur kurz folgendes mengentheoretische Lemma einfiigen, das im
Beweis benétigt wird und welches in [PC83] auch bewiesen wird.

Lemma 1.30 Sei S eine wohlgeordnete Teilmenge des Positivititsbereichs
einer angeordneten abelschen Gruppe (G,-). Sei ferner T = U, nS" die
von S erzeugte Unterhalbgruppe. Dann ist T eine wohlgeordnete Teilmenge
von G.

Die folgenden vier Lemmata dienen der Kennzeichnung der Quadrate in
H¢(G,K).

[1-30]Sjehe [PC83, 11,65, Lemma 14]
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Lemma 1.31 Firp,p’ € Hy(G, K) mit ord(p) = 0 = ord(p’) und anf(p) =
anf(p') gilt:
ord(p* — p*) = ord(p — p')

BEWEIS: Es bezeichne r := p—p’ € H;(G, K), sowie s := pr—p?e H¢(G,K).
Nach den Voraussetzungen gilt: ord(r) > 0; und zwar bestimmt sich die
Ordnung von r als das kleinste Element m in T'(p) U T(p'), fiir das p,, # pl,
ist.

Mit Hilfe von () erhalten wir fiir s(m):

sm)y= " > fle,Bpaps— Y. flo,B)ppls-

(“"’fféi)é””) (“’mii(é’lf“")
Aufgrund der Voraussetzungen ist p(a) = 0 = p(«) fiir alle o < 0, ferner ist
p(a) = p'(a) fir a < m. Daraus allerdings folgt sofort: p.pg = pi,pj fiir alle
a, 3 < m, fiir die auch o + 8 < m. Also bestehen die Summen in der obigen
Gleichung jeweils lediglich aus den beiden Termen zu den Tupeln (0, m) und
(m,0), so dal wir erhalten:

S(m) = 2f(07 m)popm - 2f(0’ m)pg)p:n = 2f(0’ m)pO(pm - p/m,) 7é 0
und daher m € T'(s).

Angenommen, es existiere ein n € 7T'(s) mit n < m. Dann existieren

0 < ny,ne < nin T(p) oder T(p') so, da ny + ny = n. AuBerdem gilt dann
Pn; 7 Py, fidr i gleich 1 oder 2, da sonst der resultierende Term in der Differenz
verschwinde. Dies allerdings widerspricht wiederum der Minimalitét von m.
O

Sei nun ein ¢ € Hy(G, K) gegeben mit ord(¢) = 0, anf(q) = 1, so be-
zeichne A die von T'(q) erzeugte Unterhalbgruppe von G. Mit T'(q) ist nach
(1.30) auch A wohlgeordnet:

Lemma 1.32 Zu jedem € € A existiert genau ein p. € Hy(G, K) mit den
FEigenschaften

a) T(p.) CA,
b) p(y) =0 fiir jedes v > € ,

17



c) ord(q —p?) > € .

BEWEIS: FEuxistenz: Es sei € € A gegeben, und die Behauptung sei richtig fiir
jedes € < ¢ aus A. Im Fall ¢ = 0 ist py := 1 die eindeutig bestimmte Losung.
Im Fall ¢ > 0 sind zwei Félle zu unterscheiden:

1.Fall:

2. Fall:

¢ hat in A einen unmittelbaren Vorgéinger e. Dann sei p’ definiert als
p/ = Pe-
¢ ist Limeszahl in A (d.h. es gibt in A keinen unmittelbaren Vorgénger).
Dann sei p’ erkléirt durch
i v [Pale)  fir jedes a < € aus A

Pla) = { 0 sonst .
Seien nun o, € A mit a < [ < €. Mit den Voraussetzungen folgt
aus ord(¢ — p%) > a und ord(q — p3) > a sofort: ord(pj — p?) >
a und damit (nach Lemma 1.31) auch ord(ps — po) > «. Damit ist
offensichtlich p,(y) = pg(7y) fir alle v < a. Aus § < € folgt damit
psla) = pa(a) = p'(a), und deshalb ord(p’ — ps) > (. Wiederum mit
(1.31) erhilt man sofort ord(p’> — ¢) > . Fiir p/ und fiir o« < 3 < €,
a, 3 € A haben wir also gezeigt:

(1) P(@) = pala) £ psla) = ord(p/ —ps) > B2 ord(p? — q) > 3

Jetzt setzen wir

p'(7) fiir y <€,
pe(v) =14 sy ale) - Zeseron fla B ()p(3)) firy=¢,
sonst .

Mit o, 8 € T'(p') und T'(p) C A (nach Voraussetzung) ist auch der Tréger
von p, von T'(p') erzeugt; liegt also in A. p/(y) = 0 fiir jedes v > € nach Kon-
struktion; also ist damit auch p.(vy) = 0 fiir jedes v > ¢’. Einfache Anwendung
der Produktformel (%) schlieBlich liefert (w ist trivial) mit ord(p’® — ¢) > 3
(I) fiir alle 3 < ¢ zuniichst ord(p’> —q) > €, also auch ord(p.2 —q) > €. Jetat
nutzen wir die spezielle Konstruktion von p?(€’) aus und erhalten damit:

p?(e’)=2f(0,6’)m(q(e’)— > B () (8)+
) a,BET(p’)

atp=¢
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+ > fla, B (a)p'(B) = q(€)

a,BeT(p’)
a+B=¢/

Dies schlieBlich 148t uns ord(¢—p?) > € gewinnen; die Bedingungen aus (1.32)
gelten also auch fiir ¢ mit p.. Transfinite Induktion begriindet die Existenz
der p. mit den Eigenschaften a)—c).

Findeutigkeit: Angenommen, p. und p. erfiillen beide die Eigenschaften.
Aus ord(g—p?) > e und ord(q—p.?) > € erhilt man zunichst ord(p.*> —p?) > €
und dann mit (1.31) sofort auch ord(p.—p.) > €. Da aber nach Eigenschaft (b)
pe(y) = pi(y) = 0 fiir alle v > € gilt, verschwindet die Differenz vollsténdig;
p. und p, sind also gleich. O

Jetzt erklart man p € Hy(G, K) durch

_ [pele) firee A,
p(e) = { 0 sonst .

Es sei dabei p, wie eben in (1.32) gewonnen. Dann ist nach den Bedingungen
aus (1.32) T'(p) C A, sodaB p € Hf(G, K). Fiir jedes € € Aund A>3 e <¢
gilt, wiederum mit (1.31) und den Bedingungen aus (1.32), wie auch in (I):
p(€) = pe(€) = pe(€). Damit erhalten wir sofort ord(q — p?) > e.

Mit der Definition von A und der Konstruktion von p ist andererseits
T(q) € A sowie auch T'(p?) C A. Daraus folgt (¢ — p?)(¢) = 0 fiir jedes
e € G\A. Damit folgt p? = ¢ sofort.

Damit ist gezeigt:
Lemma 1.33 Jedes ¢ € H;(G,K) mit ord(q) = 0, anf(q) = 1 ist ein

Quadrat. Die multiplikative Untergruppe Q%(G, K) aller solcher q wollen wir
die [Gruppe der| Elementarquadrate nennen.

Wir werden nun versuchen, eine moglichst grofie Klasse von Elementen
von Hy(G, K) auf Quadrate in Q%(G, K) zuriickzufithren. Dazu ben6tigen

wir folgendes Lemma:

Lemma 1.34 Jedes Element p € H; (G, K) hat die Gestalt tord®) anf(p) - ¢
mit ¢ € Q(G, K).
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BEWEIS: Es sel p € H;(G, K). Wir bezeichnen die Ordnung von p mit

a := ord(p). Dann sei ¢ definiert als ¢ := p~t_am. Unter Anwendung

von (x) ergibt sich

=3 flaf) - p(p) .

BET(p) f(—a, a)anf(p)

—a+pB=vy

Das heifit ¢(0) = f(—a,a)mp(a), also anf(q) = 1, sowie ord(p) < 0.

Wiire ord(q) = € < 0, so existierte ein § € T'(p) mit f—«a = ¢, also f < a im
Widerspruch zur Definition von a. Also ord(q) = 0. Das zeigt ¢ € Q%(G, K).

Dann ergibt wiederum ¢ anf(p) - ¢ mit (x):

(t*anf(p) - q)(v) = D> f(a, B)anf(p)q(B) =

55
1
nf —a, 0 &) =
ﬁg%;ﬂ f(agﬁ?)a (p) 5;;i) f( (19 )jf——Og(y)anf(p)p( )

a+pB=y —a+6=4

[Wichtig ist es, an dieser Stelle zu beachten, dafl jede der beiden Summen
genau aus einem Term besteht, so erhalten wir 3 :=~v — a und 6 = 7]

1
(0 = ) anf () (~0, ) () =

fla,y = a)f(=a,7)

p\y) =P\
faa) TP
Das Verschwinden des Bruchs im vorletzten Term iiberlegt man sich schnell
selbst mit (/1) und (/1) aus (1.24) sowie a := v, b := —a, ¢ := « und
w:=1gqg. O

Mit (1.33) und (1.34) erhdlt man unmittelbar

Satz 1.35 FEs seip € Hy(G, K)* mit dem Anfangsterm t*°p,,. p ist genau

dann ein Quadrat, wenn einy € G ezistiert, so daff xo = 2y und p,/ f(y,y) €
K2
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BEWEIS: Die Richtung ,,=“ ist bereits in (1.29) gezeigt worden.

Fiir die Gegenrichtung betrachten wir

(tpy)* = t* f(y, y)p}, -

Zusammen mit (1.33) und (1.34) ergibt sich die obige Behauptung; denn nach
(1.34) ist jedes p € Hf(G, K)* ein Produkt eines ¢Yp, und eines Elementar-
quadrats nach (1.33). O

Im folgenden werden wir noch der Frage nach den Anordnungen von
H¢(G, K) nachgehen. Dabei werden wir versuchen, eine bestehende Anord-
nung Py von K zu einer Anordnung P von H(G, K) fortzusetzen. Um iiber-
haupt multiplikativ abgeschlossene Teilmengen zu erhalten, werden wir al-
lerdings, wie bereits angekiindigt, eine zusétzliche Anforderung an f stellen:
f(z,y) > 0 fir alle z,y € G. Ein zulissiges f wird also von nun an
auch iiber diese vierte Eigenschaft verfiigen.

Es sei nun K ein Korper, sowie Pk eine Anordnung von K. Betrachten
wir nun die Menge P, definiert durch

P:={pe HiG,K) : anf(p) € Pk} .

Man macht sich sehr leicht selbst klar, dafl P additiv abgeschlossen ist. Die
multiplikative Abgeschlossenheit iiberpriifen wir sehr leicht mittels (x). Da
fir alle p € Hp(G, K)* gilt: anf(p) € K*, ist offensichtlich genau p € P oder
(—=)p € P. Zusammen mit anf(p) = 0x <= p = Oy, (k) ergibt das: P ist
eine Anordnung von H;(G, K). Wir wollen diese Erkenntnis noch als Satz
formulieren:

Satz 1.36 Ist K ein Korper, sowie Pk eine Anordnung von K. Dann ist
P:={pe HiG,K) :anf(p) € Px}

eine Anordnung von H;(G, K), genannt die von K kommende Anordnung. P
ist eine Fortsetzung der Anordnung Py der Einbettung von P in H;(G, K).

Mit (1.36) schlieBlich haben wir die Erkenntnis gewonnen, daf sich auf
H¢(G, K) bestehende Anordnungen von K fortsetzen lassen. Andererseits
kénnen wir K in kanonischer Weise in H;(G, K) einbetten, so daf8 jede An-
ordnung von H;(G, K) eingeschriankt auf diese Einbettung eine Anordnung
von K liefert. Beide Aussagen zusammen erlauben uns folgende Folgerung:
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Korollar 1.37  FEs sei K irgendein nicht notwendigerweise formal reeller
Kérper. Genau dann ist Hi(G, K) formal reell, wenn auch K formal reell
15t.
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Kapitel 2

Pythagoreische Korper

In diesem Kapitel betrachten wir Eigenschaften pythagoreischer Kérper, das
sind Korper, in denen jede Summe von Quadraten bereits wieder ein Quadrat
ist. Als einfache Beispiele betrachte man den Korper der reellen Zahlen; als
Gegenbeispiel etwa den Korper der rationalen Zahlen.

Definition 2.1  Fin Kérper K heift pythagoreisch, wenn die Summe von
zwel Quadraten in K bereits wieder ein Quadrat ist.

Das folgende Lemma ist trivial:

Lemma 2.2 Ein Kérper K ist genau dann pythagoreisch, wenn 1+2? € K>
fiir jedes v € K.

BEWEIS: Is K pythagoreisch, so folgt 1+ 2% € K?, Vo € K*, sofort. Gelte
andererseits fiir jedes z € K*: 1+2? € K2, dann ist bereits K pythagoreisch;
anderenfalls existierte ein z2 + y?> = ¢, welches kein Quadrat ist, und wir

2
erhalten mit 1 + (%) = 5 ¢ K? sofort einen Widerspruch. a

Ebenfalls leicht einzusehen ist, daf fiir einen beliebigen Korper K der
algebraische Abschluf8 K pythagoreisch ist.

Lemma 2.3 K und, wenn K formal reell ist, jeder reelle Abschlufi von K
ist pythagoreisch fir jeden Korper K.
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BEWEIS: Zum Beweis der ersten Aussage machen wir uns lediglich klar, dafl
ansonsten ¢(z) := x? — (1 + y?) fiir ein y € K iiber K nicht zerfallen wiirde.
Die zweite Aussage folgt sofort mit 1.12. O

Das folgende, einfache Beispiel liegt auf der Hand:

BEISPIEL: [Pythagoreische Oberkérper von Q]

Wir nehmen in diesem Beispiel einen pthagoreischen Kérper P annehmen,
der Q umfafit. Ein solcher Korper existiert mit (2.3) stets. Aus (2.2) erhalten
wir sofort, dafl 12 4 12 = 2 ein Quadrat in P sein muf}; mit Induktion sogar,
daB IN Quadrate in P sein miissen. Aufgrund der Beschaffenheit der Elemente
von Q als Quotient eines Elements aus Z durche eine Natiirliche Zahl wird
sofort klar, dal Q* C Pp, wenn Pp die Anordnung auf P bezeichnet. J

Wir wollen uns in dieser Arbeit, falls es nicht ausdriicklich anders ange-
geben ist, nur auf formal reelle Kérper beschrinken. Ansonsten wére namlich
bereits jedes Element aus K* ein Quadrat: Sei (—1) € K — K ist pytha-
goreisch — die Summe von Quadraten und somit wieder ein Quadrat, etwa
b?> = —1, dann erhalten wir als Konsequenz:

1\? —1\2
a:(a; ) _<a2 ) =i+ (—1)a3 = o} + (bay)’ € K> Vae€ K*,
SN—— ~——
=:a1 =:ag

d.h. K ist quadratisch abgeschlossen und damit uninteressant.

2.1 Die pythagoreische Hiille eines Korpers

Definition 2.4 (Hiille und Abschluf3) Sei K ein (nicht notwendiger-
weise formal reeller) Korper. Fin K umfassender Korper Ky heifst pythago-
reische Hiille (oder pythagoreischer Abschlufl) von K, wenn fir jeden Zwi-
schenkorper L mit K C L C Ky gilt:

L pythagoreisch <= L = Ky

Offensichtlich ist K1; in K, dem algebraischen Abschluff von K, enthalten.
Damit folgt sofort der erste Teil von
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Satz 2.5 (Existenz und Eindeutigkeit) Jeder Korper K besitzt einen
pythagoreischen AbschlufS, und dieser ist (bis auf K-Isomorphie) eindeutig.

Die Eindeutigkeit bis auf K-Isomorphie, erlaubt es uns, von dem pythago-
reischen Abschlufl zu sprechen. Im folgenden Lemma werden wir dann auch
den pythagoreischen Abschluf3 konstruieren.

BEWEIS: Wir wissen, da8 K pythagoreisch ist. Wir bezeichnen den Durch-
schnitt aller pythagoreischen Zwischenkérper K; (i € I) von K /K mit K,.
K, ist pythagoreisch: Wahlen wir ein x € K, beliebig, so ist bereits z € K;
fiir alle i € I. Damit ist auch (1+2?) € K? fiir alle ¢ € I, da die K; simtlich
pythagoreisch sind. Dies zeigt (14 2*) € K2, also pythagoreisch. Konstruk-
tionsgemé&B existiert kein weiterer echter Zwischenkorper von K,/ K, der py-
thagoreisch ist, also ist K, ein pythagoreischer Abschlufl von K.

K ist eindeutig: Gem#f Konstruktion ist K, der einzige in K enthaltene
pythagoreische Abschlufl von K. Mit der Eindeutigkeit des algebraischen Ab-
schlusses K von K bis auf K-Isomorphie ist auch K, bis auf K-Isomorphie
eindeutig und somit auch K. O

Im folgenden ist es niitzlich, iiber eine abkiirzende Schreibweise fiir alle
pythagoreischen Unterkorper eines Korpers K zu verfiigen:

Definition 2.6  Sei K ein Korper. Dann bezeichnet
Pr = {P C K : P pythagoreisch und formal reell }

die Menge aller pythagoreischen Teilkorper von K.

Ist L ein Erweiterungskérper von K, so bezeichnet PE die Menge

Pr = {K C P C L: P pythagoreisch und formal reell }.

Mit dieser Definition wollen wir nun zwei Aussagen iiber Durchschnitte
pythagoreischer Unterkorper eines festen Korpers K gewinnen:

Lemma 2.7 Sei K ein Korper und sei M C Pg. Dann ist P := (\yrem M
ein pythagoreischer Korper.
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BEWEIS: Sei x € P beliebig, so gilt x € M fiir alle M € M. Damit ist
auch 22 und also 1 + 22 in all diesen M enthalten. 1 + z? ist Summe von
Quadraten in allen M € M; sie besitzt dort nach Voraussetzung auch eine
Wurzel, ndmlich dieselbe in allen M € M. Also ist P pythagoreisch. O

Es ist auflerdem interessant zu untersuchen, wie der Durchschnitt aller
pythagoreischer Zwischenkorper eines Korpers K und eines pythagoreischen
Erweiterungskorpers L von K aussieht:

Korollar 2.8 Ist L ein pythagoreischer Erweiterungskorper eines Korpers
K. Dann ist der Durchschnitt

P= () M= N M

MEPL KCMCL .
K M pythagoreisch

der eindeutig bestimmte pythagoreische Abschlufl von K.

BEWEIS: Mit (2.7) ist P pythagoreisch. Definitionsgemés8 ist der pythagorei-
sche Abschlufl von K — Ky — in P enthalten. Gegen die Annahme Ky C P
spricht, dafl auch Ky in P% enthalten sein muB. Die Existenz eines p € P
mit p ¢ Ky fiihrt dann sofort zu einem Widerspruch. O

Bisher ist uns nur die Existenz und die Eindeutigkeit von K bekannt.
Mit den bisherigen Mitteln ist es allerdings nicht moéglich, Ky explizit anzu-
geben. Mit dem nun folgenden Lemma wird uns dies allerdings schon bald
moglich sein; auBlerdem werden wir erkennen, dafl der pythagoreische Ab-
schluf} eine Galoiserweiterung ist.

Lemma 2.9 (Konstruktion) Sei K ein (nicht notwendigerweise formal
reeller) Kérper. Es bezeichne X die Menge aller Zwischenkérper L von K /K,
zu denen ein Korperturm

K=KyCcK,Cc..CK,1CK,=1L (*)

existiert, so daff K; = K;_1(\/2? +y?), i = 1,...,n, fir geeignete z;,y; €
K;_1. Es ist dann
E = U L

Lex
der pythagoreische Abschluff von K.

Ferner ist E galoissch tiber K.
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BEWEIS: Es seien z,y € E* beliebig. Dann gibt es Unterkorper L, L/ € X
von K so, dal € L und y € L'. Gemif der Konstruktion von E existieren
zu L und L' Korpertirme K = Ky C K3 C ... C K, = L und K = K|, C
K| C...C K] =1L"derart,daBl K; = K;_1(\/22+2) firi =1,...,rund K =
K] (a2y?) fir i = 1,..., s gilt, mit z;,y; € K;—; und 2}, y} € K/_,. Wir
bilden nun einen Korperturm als das Kompositum der beiden Korpertiirme
zu L und L' durch
K=KiyCK,C...CK, C

C Kr(\/x’12+y’12) C...C Kr(\/x’12+y’12, ceey \/:Eg2+yg2) =L-L'=F.
Da F' ein Korper ist und sowohl L als auch L' umfafit, sind mit = und y
auch v £y, -y und 27!,y ! in F enthalten. F' wiederum ist aufgrund seiner
Konstruktion enthalten in X, so dafl £ F' umfafit, also £ D F'. Aus der freien
Wahl von z und y folgt damit sofort, da8 E ein Teilkoérper von K ist.

Es ist leicht einzusehen, dafl die L € X in jedem pythagoreischen Zwi-
schenkérper von K|K enthalten sein miissen, und somit auch F, was uns
E C Ky liefert.

Zum Beweis von E O Ky geniigt es zu zeigen, dafl E' pythagoreisch ist.
Angenommen, es gibe eine Summe von Quadraten in E so, dafl diese nicht
in E? enthalten ist. Dann existieren z,y € E* mit 2? + y?> ¢ E?. Mit der
oben durchgefiithrten Konstruktion aber haben wir gezeigt, dafl es ein L € X
gibt, in dem sowohl x, als auch y enthalten sind. Dann aber existiert auch
fir L' :== L(\/22+4?) ein Korperturm geméf (%) und folglich ist L' € X, also
L' CE.

SchlieBllich miissen wir noch zeigen, dafl F = Ky galoissch ist iiber K, die
Erweiterung soll also normal und separabel sein. Bereits aus der Konstruktion
von F wird klar, dal E separabel ist: Jedes Element a € F ist bereits in einem
L enthalten, das offensichtlich separabel ist.

Sei 7 ein K-Homomorphismus von £ in K. Dann wird jeder Kérperturm
K=KyCcKiC...CK,=1L
durch 7 in einen Korperturm

T(K)=7(Ky) C7(Ky) C...C71(K,) =7(L)
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derselben Art iibergefiihrt. Es folgt 7(L) C E und mithin 7(E) C E. Es gilt
also 7(F) = FE fiir jeden K-Homomorphismus 7. Das allerdings bedeutet F
ist normal. a

Durch diese Konstruktion wird sofort klar:

Korollar 2.10  Die pythagoreische Hiille K11 zu einem Kérper K ist eine
galoissche 2- Erweiterung.

Eine wesentliche Eigenschaft der pythagoreischen Hiille ist es, dafl diese
fiir formal reelle Kérper weiterhin formal reell ist:

Satz 2.11  Sei K irgendein Korper. Ist K formal reell, so ist auch Ky
formal reell.

Da wir uns in den Vorbemerkungen zu diesem Kapitel darauf verstéandigt
haben, nur formal reelle Kérper zu betrachten, sind somit auch, falls es nicht
anders vermerkt wird, alle pythagoreischen Hiillen stets formal reell.

BEWEIS: Sei K im Beweis von (2.9) formal reell. Dann sind auch alle L €
X formal reell geméf (1.9) und der Bemerkung nach (1.10), da Quadrate
stets in der Anordnung enthalten sind. Konstruktionsgeméfi kann also die
(—1) € E = Kp nicht Summe von endlich vielen Quadraten sein, weil diese
in einem Zwischenkorper L € X ldgen — im Widerspruch zur Eigenschaft
von L, formal reell zu sein. O

Gemaf der Generalvoraussetzung ist ein Korper K fiir uns stets formal
reell, besitzt also mmindestens eine Anordnung. In den Vorbereitungen wurde
gezeigt, unter welchen Voraussetzungen sich diese Anordnungen auf Korper-
erweiterungen fortsetzen. Man sieht sehr leicht ein, dafl ein Zusammenhang
zwischen endlichen 2-Erweiterungen eines Korpers K und K besteht:

Lemma 2.12 FEs sei L eine endliche 2-FErweiterung von K. Lassen sich
alle Anordnungen von K auf L fortsetzen, dann ist L C K.

BEWEIS: Ist L eine 2-Erweiterung von K, so existiert ein galoisscher Zwi-

schenkorper L © M D K, der iiber K den Grad 2 besitzt. Dann aller-
dings existiert ein a € K so, dal M = K(y/a). Damit ist a ein Quadrat
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in M, also bereits total positiv in K, und mithin Summe von Quadraten:
a=x3+a5+ ...+ 12

Dann existiert ein Kérperturm
K=K CKyC...CK,=LCKp
mit den Bezeichnungen

K, = K, <\/ %’2—1 + 3%2) )

Yo = 07
Vi = \/73_1+x22:\/:c%+:)5§—|—...+x?.

Es ist damit M C L und deshalb M C Kpr. Da L eine endliche 2-
Erweiterung von K war, ist L eine 2-Erweiterung von geringerem Grad iiber
M. In endlich vielen Schritten wiederholt man den Beweis und zeigt damit
die Behauptung. a

Es sei K ein formal reeller Kérper. Bekanntlich ist seine pythagoreische
Hiille konstruktionsgeméafl in der maximalen 2-Erweiterung K> von K ent-
halten. Dal man die pythagoreische Hiille eines Korpers auch iiber die Ei-
genschaften der 2-Erweiterungen von K bestimmen kann, zeigt der folgende
Satz:

Satz 2.13  Die pythagoreische Hiille eines formal reellen Kérpers ist die
grofste 2-Erweiterung, auf die sich jede Anordnung von K fortsetzen lifst.

BEWEIS: Bekanntlich ist die pythagoreische Hiille eines Korpers eine 2-
Erweiterung. Sei P die Familie der Anordnungen von K. Mit (1.9) zusammen
mit (2.9) erhalten wir sofort: Alle Anordnungen von K lassen sich auf Ky
fortsetzen.

Es bezeichne nun L eine 2-Erweiterung von K, auf die sich alle Anord-
nungen aus P fortsetzen lassen und die Ky echt umfafit: L O Ky. Dann
allerdings ist L auch eine 2-Erweiterung von Ky, da 2-Erweiterungen ga-
loissch sind.

Mit (1.21) existiert dann bereits ein zyklischer Erweiterungskorper M
vom Grad 2 iiber Ky, fiir den L O M D Ky gilt. Dann existieren fiir alle
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Anordnungen aus P auch Fortsetzungen auf M, da P € P auf L fortgesetzt
werden kann und die Einschriankung auf den Teilkérper M von L wiederum
eine Anordnung liefert. M ist eine endliche 2-Erweiterung von Kp, auf die
sich alle Anordnungen von Kij fortsetzen lassen, also in der pythagoreischen
Hiille von K enthalten.

Da die pythagoreische Hiille von Ky gleich Ky ist, folgt: M ist keine Erwei-
terung vom Grad 2 iiber Ky, somit kann L kein echter Oberkorper von Ky
sein. O

2.2 Eigenschaften pythagoreischer Korper

Im Text direkt vor (1.3) wurde der Begriff total positiv eingefiihrt als die
Eigenschaft einer Zahl, in allen Anordnungen eines Korpers enthalten zu
sein. Weiter haben wir erkannt, da§ zumindest o(K) C Py fiir jeden Korper
K und jede Anordnung Py von K. Im Fall von pythagoreischen Kérpern
kénnen wir darauf basierend noch eine weitere Charakterisierung angeben:

Lemma 2.14 FEs sei K ein Korper. Genau dann ist K pythagoreisch, wenn
K? alle total positiven Elemente von K stellt.

Zunéchst wollen wir eine niitzliche Aussage dariiber gewinnen, welche Ele-
mente in der Menge der Quadrate von K stets enthalten sein miissen, damit
K pythagoreisch sein kann. Und zwar werden wir feststellen, dafl zumindest
IN C K? erfiillt sein muf:

Lemma 2.15 Sei K ein Korper. Ist K pythagoreisch, dann ist N C K2

BEWEIS: Da K stets formal reell ist, gilt IN C K. Ist K pythagoreisch und
nehmen wir an, IN ¢ K?2. Dann existiert ein kleinstes n € IN, mit n ¢ K2
und n > 1 € K2 Dann ist aber auch (n — 1) ¢ K? da ansonsten mit (2.2)
sofort 1 + (n — 1) = n einen Widerspruch ergébe. Dies wiederum ist aber
selbst ein Widerspruch zur Minimalitéit von n. a

Eine weiter Konsequenz, die wir im folgenden sofort anwenden werden, ist,
dafl damit auch alle %, mit n € IN, Quadrate in K sind.
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Eine bemerkenswerte Eigenschaft pythagoreischer Korper ist, daf§ alle
Unterkorper, iiber denen ein pythagoreischer Korper L endlichen Grad hat,
bereits pythagoreisch sein miissen. Wir werden gleich sehen, daf3 der Beweis
dazu nicht allzu kompliziert verlauft. Vorher jedoch fithren wir uns vor Au-
gen, daf hierfiir lediglich Erweiterungen vom Grad einer 2-Potenz untersucht
werden miissen; andere Erweiterungen fallen offensichtlich bei der Bildung
von Summen von Quadraten nicht ins Gewicht. Auch geniigt es, den Beweis
fiir Erweiterungen vom Grad 2 zu fithren, da (wir sind im Endlichen) dies
beliebig oft wiederholt werden kann:

Satz 2.16  Ist ein Korper L pythagoreisch und eine endliche Erweiterung
eines Korpers K, so ist auch K pythagoreisch.

BEWEIS: Wir nehmen an, daf§ K nicht pythagoreisch ist und werden im
folgenden kurz begriinden, warum es geniigt, den Fall [Ky : K| = 2 zu
betrachten:

Wir haben in (2.8) gesehen, dafl Ky in jedem pythagoreischen Ober-
korper von K enthalten ist. Ist K also ein Unterkorper von L, so ist Ky
ebenfalls ein Unterkorper von L. Wie wir in (2.10) gesehen haben, ist Ky
eine 2-Erweiterung von K. Und nach der Konstruktion von Kp, wie sie in
(2.9) durchgefiithrt wurde, existiert bereits ein K’ mit K C K’ C Ky mit
[KH K l] = 2.

Da K nicht pythagoreisch ist, existiert nach (2.2) ein ¢ € K mit 1+a? =
b ¢ K2 sodaB Ky = L := K(vb). Dann allerdings ist & C L?, sowie
s(1+v1+a?)? € L?, also muB auch

2

%+%(1+\/1+7612)2=%2+%(2+2\/1+7a2+a2):
> +1+V1+a2=b+vVbeLl® sein.
Daraus folgt ¢ := \/b+ Vb € L.
Betrachten wir nun
Vb [ :J (a2b)(b — V/b)
c b+ Vb (b+ vb)(b — V/b)

[2-16]Sjehe [DD65]; Korollar 1. Dort ist unser Satz eine Folgerung aus einem weitergehenden
Satz, dessen Aussage wir im folgenden darstellen werden.

L
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ab? —a?bvb | (b—Vb)(a2)  [(b— Vi
b2 —b _$ bb—1) ba2 Vb =id.

Aus den vier Linearfaktoren schliellich erzeugen wir duch Multiplikation
das Polynom f := X* — 20X? + b — b; dieses besitzt die Wurzeln +d sowie
+c, wie wir uns leicht selbst klarmachen. Ferner ist f iiber K irreduzibel:
Die Faktorisierung von f iiber L lautet natiirlich

fX) =X -d)(X+d)(X —c)(X +¢)

:<X— b—\/5> (me) <X— b+x/5> <X+m>.

Zum Nachweis der Irreduzibilitdt geniigt es also, Produkte zweier dieser Fak-
toren zu betrachten, da die einzelnen Faktoren und damit auch die Produkte
dreier dieser Faktoren keine Polynome iiber K darstellen:

(X —d)(X +d) = (X— b—\/B) (X+\/b—\/5) — X*— (b—V5)
e (X —d)(X —d), (X — )(X +0) ¢ K[X]

(X = (X —¢) = (X = Vo - VB) (x — Yo+ vB)

) =
X<\/b+\f+\/b— )+\/b2—
) =

(X — d)(X +c ( )(X+ bt )
_X2+X<\/b+\f \/b— >

V' —b = (14+a*?—(1+a®) = 1+2a* +a* — (1+a?) = a*+a* = a*(1+d?) ¢ K?
= (X —d)(X+0), X+d)(X —¢),( X =d)(X —¢), (X +d)(X +¢) ¢ K[X]

Damit sind £d und +c konjugiert, die Erweiterung L hat also mindestens
Grad 4 iiber K, im Widerspruch zur Annahme. O

Aus dem Beweis wird auflerdem sofort klar:
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Korollar 2.17 Sei K formal reell und nicht pythagoreisch. Dann enthdlt der
pythagoreische Abschluff von K auch einen Teilkdrper, der tiber K zyklisch
i1st und den Grad 4 besitzt.

BEWEIS: Mit den Bezeichnungen aus dem vergangenen Beweis: K(c,d) ist
eine Erweiterung vom Grad 4 iiber K und in Ky enthalten. Auflerdem ist 7,

definiert durch p
C H—
: K(e,d K(c,d) :
PRl - K {00
ein Automorphismus von K (¢, d), der K fixiert und der zyklisch von Ordnung
4 ist. O

Diese bemerkenswerte Erkenntnis 148t sich sogar noch erweitern. Bisher
wissen wir, dafl der pythagoreische Abschlufl eines Korpers keine echte end-
liche Erweiterung sein kann, da ansonsten der Korper bereits pythagoreisch
und mit seinem Abschluf} identisch wére. Sehr leicht kann man den vergan-
genen Satz zu einer allgemeineren Aussage erweitern:

Satz 2.18 FEs sei K ein Korper. Genau dann ist K pythagoreisch, wenn
K keine zyklische Erweiterung vom Grad 4, wohl aber vom Grad 2 besitzt.

BEWEIS: 1. Sei K pythagoreisch und E eine zyklische Erweiterung von K
vom Grad 4 mit dem Zwischenkorper L. Dann gibt es a,b,c € K mit

L=K(Va), E=L\/b+cva)
Wir bezeichnen abkiirzend (/b + c\/a =: e.

Sei ferner 7 ein Erzeugendes der Galoisgruppe G(E : K), die nach Vor-
aussetzung zyklisch ist. Dann sind die Bilder von e unter 7:

7 1) =7(b+cva)=b+cr(va) =b—cya=7(e) = \/b—cVa,
7 . 7%(e)=(—e) daT!=1d ,
P e = 1((0) = (- 7(0) = (—\bh-eva) |

[217ISjehe [DD65]; Satz 1 Teil b)
[2-18]Sjehe [DD65]; Satz 1 Teil a)
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also
(er(e))? = e*r(e®) = (b+ cva)(b— eva) = b* — c*a € KN E?,

und daher ist eT(e) ein Element von Grad 2 iiber K mit Minimalpolynom f =
X?+c2a—b% Die Erweiterung K (er(e)) := L' ist also quadratisch. Auflerdem
ist £2 = L?> UeL?, und mit e? € L folgt L' C L. Dieselbe Uberlegung 1:t
uns weiter schlieflen:

(er(e))* =V —cfac KNL* = K*UaK”.

Ist jetzt (er(e))? € K?, so folgern wir zuniichst er(e) € K und damit
dann 7(eT(e)) = er(e), was uns folgendes liefert:

7(e)m(e) = T(et(e)) = er(e)

Mit 72(e) = e stellt das allerdings einen Widerspruch zu 7%(e) = (—e) und
e # 0 dar.

Ist andererseits (e7(e))? € aK?, so existiert ein x € K mit b* — c?a = 2°a.
Daraus aber folgt * = a(z? + ¢?), und das fiihrt mit (z* + ) € K?, da K
pythagoreisch ist, dazu, dal @ € K? im Widerspruch zu K # L steht. Also
kann K keine zyklische Erweiterung vom Grad 4 besitzen.

K besitzt mit K (i) einen Erweiterungskorper vom Grad 2.

2. Es existiere zu K keine zyklische Erweiterung vom Grad 4. Existiert
zu K keine Erweiterung von Grad 2, so ist K = K(i), und K ist nicht
formal reell. Besitze also K eine Erweiterung vom Grad 2 und sei aber K
selbst nicht pythagoreisch. Nach (2.5) existiert zu K ein pythagoreischer
AbschluB K7y, und nach (2.17) existiert ein Erweiterungskorper £ von K mit
K C EC Kpyund [E: K] =4 im Widerspruch zur Annahme. Damit ist K
bereits pythagoreisch. O

2.3 Pythagoreische Korper und formale Po-
tenzreihen

Im einfithrenden Kapitel haben wir gesehen, dafl unter gewissen zusétzlichen
Anforderungen an das Faktorensystem der Schiefkorper der formalen Potenz-
reihen iiber einem Korper K sogar kommutativ ist. Im folgenden werden wir
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der interessanten Frage nachgehen, ob und welche zusétzlichen Forderungen
notwendig sind, damit die formalen Potenzreihen iiber einen pythagoreischen
Korper wieder einen pythagoreischen Korper bilden.

Bereits in (2.2) haben wir gesehen, daff es ausreicht, 1 + p? fiir p €
H¢(G, K) zu betrachten. In (1.35) haben wir gezeigt, daf es geniigt, die An-
fangsterme der formalen Potenzreihen zu kennen, um bereits all ihre Qua-
drate zu kennen.

Die 1 in H¢(G, K) ist bekanntlich die Abbildung

x»—>{1 firx =0,
0 sonst ,

der Anfangskoeffizient also von der Ordnung 0. Sei der Anfangskoeffizient
von p? von der Ordnung z.

Im Fall 7y < 0 ist auch der Anfangskoeffizient der Summe mit dem von p?
identisch, so dafl offensichtlich wieder ein Quadrat vorliegt.

Im Fall zp = 0 muB, da K pythagoreisch ist, der neue Anfangskoeffizient ein
Quadrat in K sein, denn man kann f(0,0) aus der Summe ausklammern und
erhélt wieder die in (1.35) geforderte Form.

Im Fall 25 > 0 ist natiirlich der neue Anfangskoeffizient, ndmlich f(0,0)1,
ein Quadrat. Wir haben also folgendes

Lemma 2.19 Formale Potenzreihenkorper iiber einem pythagoreischen Kor-
per sind pythagoreisch.

Man macht sich ebenso leicht klar, dal auch die Umkehrung gilt:

Ist Hf(G, K) pythagoreisch, so muf} folglich bereits K pythagoreisch sein, da
ansonsten Summen von Quadraten der Einbettung von K in H;(G, K) nicht
wieder Quadrate sein konnen. Zusammenfassend haben wir folgenden Satz:

Satz 2.20  Es sei K ein formal reeller Korper. Hp(G, K) ist genau dann
pythagoreisch, wenn K pythagoreisch ist.

[2-20lSjehe [Rib92]; Paragraph 5.
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ANMERKUNG: Dieses Ergebnis wird in [Rib92] zwar auch erzielt, allerdings
auf eine génzlich andere Weise. Ribenboim betrachtet namlich eine charak-
teristische Gréfle von K als auch von Hy(G, K), die sogenannte Pythagoras-
zahl, und kann dann mittels zweier Ungleichungen deren Gleichheit beweisen.

o

2.4 Level und Pythagoraszahl eines Korpers

Dieser Abschnitt soll einen Ausblick auf weitere Aspekte unseres Themas
ermoglichen. Die darin enthaltenen Themen werden daher nicht anndhernd
erschopfend behandelt oder bewiesen sondern dienen lediglich zur Informa-
tion der Leser.

Mit Hilfe der Pythagoraszahl eines Korpers 143t sich der Begriff des py-
thagoreischen Korpers ebenfalls einfithren. Dieser Weg wird zum Beispiel bei
Ribenboim! beschritten. Die Pythagoraszahl eines Korpers ist erklirt als die
kleinste natiirliche Zahl n, fiir die die Summe von n Quadraten (nicht not-
wendigerweise von Null verschieden) stets wieder ein Quadrat ist:

Definition 2.21 Sei K ein Kérper, dann bezeichnet K? die Menge seiner
Quadrate. Es sei[n], == {37 z;: x; € K*U{0}}, n € N, die Menge aller

Summen von bis zu n Quadraten.

Die Pythagoraszahl PN (K) ist definiert als die kleinste natirliche Zahl n,
fiir die [n],, = o(K)U{0}. Falls es keine natiirliche Zahl mit dieser Eigen-
schaft gibt, so ist PN(K) := oc.

Mit dieser Definition ist ein Kérper K genau dann pythagoreisch, wenn
PN(K)=1:

Lemma 2.22 Es sei K ein formal reeller Korper. Genau dann ist PN (K) =
1, wenn K pythagoreisch ist.

1[Rib92]
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BEWEIS: Ist PN(K) = 1, dann ist jede Summe von Quadraten bereits
ein Quadrat, also K pythagoreisch. Ist andererseits K pythagoreisch, so ist

(0], = o(K)U{0}. O
Eine weitere wichtige Grofle in diesem Zusammenhang ist der Level A\(K)
eines Korpers K, definiert wie folgt:

Definition 2.23 Sei K ein Kirper. Dann sei der Level \(K) des Kdrpers
erkldrt als

oo falls K formal reell ist

)‘(K) = { [ <1 minimal, so daf3 K 2 (_1)

Offensichtlich folgt bereits aus dieser Definition: A(K) = 1 dann und nur
dann, wenn —1 € K?; speziell bedeutet das, die Charakteristik von K ist 2.

Das folgende Lemma geht auf Pfister zuriick:

Lemma 2.24 (Pfister) Ist K nicht formal reell, dann ist \(K) eine Potenz
von 2.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Rib72, Bem. nach Definition 2].

Ist K ein nicht formal reeller Korper, dessen Charakteristik nicht 2 ist,
so kann man sehr leicht folgendes zeigen:

Lemma 2.25 Sei K ein Korper mit Charakteristik # 2 und A\(K) < oo.
Dann ist jedes x € K Summe von genau 1 + M\(K) Quadraten.

BEWEIS: Bekanntlich ist
(:c + 1>2 (:c — 1)2
T = - :
2 2
A(K) = n bedeutet definitionsgeméB, daff die (—1) Summe von n Quadraten
aus K ist: (—=1) =r} +r3 +...+r2. Das bedeutet

. (x;1>2—|—(rf+r§+...—l—7°i) (1’;1)2: (x;1>2+§<@>2

O
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Kapitel 3

Euklidische Korper

In diesem Kapitel untersuchen wir die Eigenschaften euklidischer Kérper.
Dabei handelt es sich um spezielle pythagoreische Kérper, und zwar solche,
die nur eine Anordnung besitzen. Dies wollen wir zunéchst als Definition
formulieren:

Definition 3.1 Fin Koérper K heifst euklidisch, wenn er pythagoreisch mit
genau einer Anordnung ist.

Offensichtlich gleichwertig dazu ist die folgende Charakterisierung;:

Lemma 3.2  Fin formal reeller Korper K ist genau dann euklidisch, wenn
K? eine (die!) Anordnung von K bildet.

BEWEIS: Ist K2 eine Anordnung von K, so ist K pythagoreisch, da K formal
reell und K2 additiv abgeschlossen ist. Angenommen, es existiert eine weitere
Anordnung P, sowie a € P\K? # (). Dann ist (—a) € K?, also b := \/—a €
K. Da P multiplikativ abgeschlossen sein muf, folgt mit v*> = (—a) ¢ P und
(=b)? = b* ¢ P sofort P = K2

Ist andererseits K euklidisch, so ist K formal reell. Da K insbesondere
auch pythagoreisch ist, ist K2 abgeschlossen unter Addition und Multiplika-
tion, bildet also eine Priordnung. Da — nach dem Satz von Artin — K? also
Durchschnitt von Anordnungen ist, K aber wegen der Eigenschaft, euklidisch
zu sein, nur eine Anordnung P besitzt, stimmt K? mit P iiberein. O
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ANMERKUNG: In der Literatur wird euklidisch tiberwiegend so definiert: Ein
Kérper K ist euklidisch, wenn K? seine Anordnung ist. o

BEISPIEL: Der Korper IR der reellen Zahlen ist euklidisch:

Die Quadrate von R bilden eine Anordnung, da fiir alle z € R* entweder x
oder (—z) in IR* enthalten ist und die Quadrate abgeschlossen unter Multi-
plikation und Addition sind. J

Ahnlich wie schon bei den pythagoreischen Kérpern, wo es offensichtlich
war, dafl zu jedem Korper ein pythagoreischer Oberkorper existiert, 143t sich
auch zu jedem Korper ein euklidischer Oberkorper finden:

Satz 3.3 Zu jedem Korper K existiert ein euklidischer Korper E so, dajs
KCE.

BEWEIS: Die Aussage folgt direkt aus (1.13) mit (1.12): Zu K existiert ein
reeller Abschlufl L, und die Anordnung P; von L ist mit L? identisch und
eindeutig. O

Es ist wichtig, hierbei zu beachten, daf§ gemafl unserer Generalvorausset-
zung, falls es nicht explizit anders betont wird, stets nur von formal reellen
Koérpern die Rede ist.

3.1 Erste Eigenschaften

Eine Kennzeichnung euklidischer Kérper gibt der folgende Satz:

Satz 3.4 Fiir einen formal reellen Korper K sind folgende Aussagen dqui-
valent:

a) K ist euklidisch,
b) K(i) ist die einzige quadratische Erweiterung,

c) K besitzt keine formal reellen quadratischen Erweiterungen.

[3-4Siche [Bec73, Satz 1]. Der Satz enthilt noch weitere Aussagen iiber den Wittring
W(K) von K, die wir in diesem Zusammenhang nicht behandeln wollen.
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BEWEIS: b)=-c) ist bekannt. ¢)=-a): Sei P eine Anordnung von K und a €
P\K?. Nach (1.9) ist K(y/a) formal reell, also P\ K? = (), und somit P = K?.
a)=b): Angenommen, K besitze eine quadratische Erweiterung L = K ( /a),
so folgt a ¢ K?, also a ¢ P, folglich a € (—P), und damit L = K (). O

Es sei K ein Korper von einer Charakteristik # 2, L = K(y/a) eine
quadratische Erweiterung, sowie @ := aK? die Quadratklasse zu a. Sei ferner
j = {l,a} — K*/K? die natiirliche Inklusion, j" sei der von der Inklusion
K* — L* induzierte Homomorphismus K*/K? — L*/L? sowie n der zu
der Normabbildung gelieferte Epimorphismus L*/L?* — N/K?, wobei N die
zu L gehorende Normuntergruppe von K ist.

Lemma 3.5 Mit den soeben eingefiihrten Bezeichnungen gilt:
N = K* <= K pythagoreisch, L = K(i).
Des weiteren ist die Sequenz
1 — {la} % K< /K? 25 0/ ™ NJK? — 1
exakt.

BEWEIS: Fiir die erste Aussage folgt ,,<=*“ sofort: Ist L = K (i), so ist fiir
ein beliebiges L 3 b = a + 3i die Norm N(b) = o? + % und somit, da K
pythagoreisch ist, ein Quadrat.

Fiir ,=* folgt mit N 3 N(y/a) = —a € K? sofort L = K(i) sowie K? =
K? + K% (—1) ist also nicht Quadratsumme, somit ist K formal reell und
pythagoreisch.

Fiir die zweite Aussage beachten wir, dal j definitionsgeméfl injektiv ist.
a ist ein Quadrat in L, also fallen die Quadratklassen von 1 und a in L
zusammen. Das aber bedeutet Bild(j) C Kern(j’). Sei nun o' € Kern(j').
Dann ist o/ K? € L?. Und das bedeutet @’ = 1 oder @’ = @. Also ist sogar
Bild(j) C Kern(y’).
Um schliellich den Kern von n zu bestimmen betrachten wir nun ein b € L
mit n(b) = 1. Mit dem ,Satz 90 von Hilbert ist das genau dann der Fall,

(3-5Siche [Bec73, Lemma 1]
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wenn b von der Form Tb—l;, ist, wobei 7 ein Element der Galoisgruppe von L

iiber K sein soll. Dann ist b von der Gestalt

a+fByva 1 9 o
b= = o — (%) ;
o= fva (@ pyap > 0
mithin folgt b € dL? mit einem d € K*. a

Bezeichnet gr die Quadratklassenzahl [F* : F?], so 148t sich aus (3.5) folgern:
Korollar 3.6  Mit den soeben eingefiihrten Bezeichnungen folgt:
1 2
QL:§QK[N3K]7

L formal reell = q;, > qi ,
L ist nicht euklidisch .

BEWEIS: 1. Fiir die erste Aussage betrachten wir zunéchst folgende Homo-
morphie:

Bild(j') & (K*/K?) / Kern(j') = (K* /K?) / Bild(j)
Zusétzlich folgt mittels Homomorphiesatz auflerdem

Bild(n) 2 (L*/L?) / Kern(n) = (L*/L?) / Bild(;")

: |L*/L?|
= Bild =
PO it
so dafl wir zusammenfassend
[L*: L] = |L*/L?| = |Bild(n)||Bild(j")| =

K*/K?| [K*: K7
NP | L BN US|
A By ~ T

erhalten.

[3-6]Siche [Bec73, Folgerungen aus Lemma 1]
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2. Mit der in Punkt 1 behandelten Gleichung folgt die Behauptung sofort
mit der nachstehenden Uberlegung: Ist L formal reell, so erhalten wir mit
(3.5) N # K? <= [N : K?] > 1 und damit das Behauptete.

3. Wir diirfen davon ausgehen, dafl L formal reell ist. Wéare namlich L
nicht formal reell, so kann L nicht euklidisch sein. Mit 2. allerdings folgt
dann sofort q;, > qx. Die Quadratklassenzahl eines euklidischen Korpers ist
offensichtlich stets 2, und man macht sich leicht klar, dafi jeder formal reelle
Korper mit Quadratklassenzahl 2 bereits euklidisch ist.

Nehmen wir jetzt an, L sei euklidisch, so erhalten wir mit (1.) zunéchst
1 2

Dann ist aber L bereits formal reell, und (2.) bedeutet fiir uns, daf§ ¢x < 2.
Das allerdings 148t uns fiir [N : K?] nur die beiden Moglichkeiten [N : K% =
2, falls g = 2 oder [N : K?| =4, falls g = 1.

Der Fall qx = 2 bedeutet aber: K ist euklidisch, und mithin pythagore-
isch, was wiederum sofort [N : K?] = 1 liefert.

Der Fall g = 1 aber bedeutet, K ist quadratisch abgeschlossen und
daher nicht formal reell. Dann ist aber auch L als quadratische Erweiterung
von K natiirlich auch nicht formal reell im Widerspruch zur Annahme.

Zusammengefafit erhalten wir: L kann nicht euklidisch sein. O

Die nun folgende Aussage gilt ebenso fiir pythagoreische Korper; wir
haben sie in (2.16) bereits fiir diesen Fall bewiesen.

Satz 3.7 st E euklidisch und eine endliche Erweiterung des Kérpers K,
so ist auch K bereits euklidisch.

Da es sich hierbei um einen zentralen Satz handelt, werden wir mehrere
Beweise behandeln:

BEWEIS: [1] Aus (2.16) sowie der Tatsache, da alle euklidischen Korper
definitionsgeméfl pythagoreisch sind, folgt sofort: K ist pythagoreisch. Es
bleibt zu zeigen: Fiir jedes z € K* gilt entweder x € K? oder (—x) € K?.

[3-7ISiehe [Bec73, Lemma 2]
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Sei P eine Anordnung von K und sei n € IN der Grad von E {iber K.
Dann existiert ein ng € IN so, daf§ 2" > n. Angenommen, es sei z € P mit
r ¢ K?. Dann existiert ein e € E mit e ¢ K und ¢*° = z. Die daraus
resultierende Folgerung [K(e) : K] = 2™ steht in direktem Widerspruch zur
Annahme, F sei euklidisch. O

BEWEIS: [2] Mit (3.6), insbesondere der dritten Aussage dort, folgt sofort:
Ist L eine quadratische Erweiterung eines Korpers K, so ist L nicht eukli-
disch. Ist E euklidisch und eine endliche Erweiterung des Kérpers K, so kann
E keine 2-Erweiterung von K sein, da sonst ein quadratischer Unterkodrper
existieren wiirde. Dann allerdings kann FE nicht euklidisch sein.

Ist E keine 2-Erweiterung von K, und ist £ euklidisch, so ist damit auch
bereits K euklidisch. O

Als néchstes wollen wir die Automorphismengruppe eines euklidischen
Korpers ndher untersuchen. Zunichst betrachten wir die Gruppe Aut g (FE)
der K-Automorphismen eines Korpers F, der euklidisch und eine algebraische
Erweiterung eines Korpers K ist.

Lemma 3.8 Ist ein euklidischer Korper E algebraisch tiber einem Korper
K, so ist jeder K-Automorphismus von E die Identitdt.

BEWEIS: Da der Positivitédtsbereich von E gerade die Quadrate in E sind,
muf jeder Automorphismus auch die Anordnung von E erhalten. Sei jetzt
7 € Autg(F) ein K-Automorphismus von E. Dann folgt sofort aus 7(1) = 1,
dal 7(\) = A fiir alle A € K.

Seien nun a € E algebraisch iiber K sowie f € K[X] das Minimalpo-
lynom von a. Wir erkennen durch die Uberlegung f7 = f sofort, daf§ 7(«)
unter den Konjugierten von « zu finden sein muf.

Seien ay,...,a, die zu a Konjugierten (mit 1 < i < n), so diirfen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl a1 < as < ... < ay,
zutrifft. Die Tatsache, daff 7 anordnungserhaltend auf F ist, bedeutet

T(a1) < T(ag) < ... < T(ay),

was unter der Annahme 7(«;) # «; sofort zu einem Widerspruch fithrt (mit
1 < j < n): Angenommen, 7(o) = a; # ;. Dann muBi es ein 2 < k < n
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geben mit 7(ax) = ay. Nach der Anordnung der a; aber gilt dann fiir ay:
T(on) < 7(ag) und daher a; < 7(ay)

im Widerspruch zur Anordnungstreue von 7. Dies zeigt 7(a1) = a, und der
Rest folgt ebenso in n — 1 Schritten. O

Ist nun E ein euklidischer Korper, so betrachten wir die Automorphis-
mengruppe von E. Nehmen wir an, es existiere ein Torsionselement 7. Wir
diirfen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl ein = € F exi-
stiert mit 7(x) < z. Dann gilt allerdings aufgrund der Anordnungstreue von
7, dal 7/(x) < 777! (x) im Widerspruch zur Annahme, 7 sei eine Torsion.

Mit den soeben gewonnenen Erkenntnissen haben wir schliellich folgen-
den Satz:

Satz 3.9 st ein euklidischer Korper E algebraisch tiber einem Koérper K,
so ist jeder K -Automorphismus von E die Identitdt.

Die Automorphismengruppe eines euklidischen Kdrpers ist torsionsfrei.

Jeder iiber Q algebraische euklidische Korper besitzt eine triviale Automor-
phismengruppe.

3.2 Euklidische Hiillen

Wie bereits im Kapitel iiber pythagoreische Kérper wird auch fiir euklidi-
sche Korper der Begriff einer Hiille als beziiglich der Inklusion minimaler
euklidischer Erweiterungskorper definiert:

Definition 3.10 FEs seit K ein Kérper. Fin euklidischer Erweiterungskorper

E heifit euklidische Hiille von K, wenn es keinen echten Zwischenkdrper von
E/K gibt, der euklidisch ist.

ANMERKUNG: FEs ist wichtig anzumerken, daf es in der Regel tatsédchlich
mehrere euklidische Hiillen zu einem Koérper gibt. Die pythagoreische Hiille
eines Korpers ist bis auf K-Isomorphie eindeutig, aber euklidische Hiillen

(3-91Siche [Bec73, Satz 2
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existieren mehrere, die nicht isomorph sind. Wir werden spéter zeigen, daf} zu
jeder Anordnung des Korpers eine euklidische Hiille existiert; und ferner, daf3
die pythagoreische Hiille eines Korpers der Durchschnitt seiner euklidischen
Hiillen ist. o

Jetzt wollen wir einen Satz iiber die Existenz der euklidischen Hiillen
eines Korpers betrachten.

Satz 3.11  Ein formal reeller Korper besitzt euklidische Hiillen, und zwar
liegt in jedem euklidischen Erweiterungskorper genau eine. Euklidische Hiil-
len sind algebraische Erweiterungen.

BEWEIS: Sei K ein formal reeller Korper. Nach (3.3) besitzt K minde-
stens einen euklidischen Oberkorper, etwa E’. Auf allen Zwischenkorpern
von E'/K induzieren wir die von E’ stammende Anordnung. Ferner definie-
ren wir Ko := K, K; ;1 = K;(y/a;) mit 0 < a; € K; fiir © € N. Wir bilden F
als die Vereinigung aller K, also F := U;c N K-

Konstruktionsgeméf besitzt £ keine weiteren reellen quadratischen Er-

weiterungen, E(i) ist die einzige quadratische Erweiterung von E, so ist mit
(3.4) E euklidisch.

Ein euklidischer Zwischenkorper von E'/K, etwa Ey, besitzt nur eine
Anordnung, ndmlich die von E’ induzierte. Also ist mit F auch auf den
Korpern K; die Anordnung von E’ induziert. Ferner ist auch K; C FEj fiir
alle 7 € IN.

E kann keinen echten Unterkorper enthalten, der euklidisch ist. Ein sol-
cher Unterkorper wire von der Gestalt U,c Ny, K, mit I einer nichtleeren
Ausnahmemenge. Dann allerdings enthielte E positive Elemente, die keine
Quadrate sind, und ist daher nicht euklidisch. Folglich ist F eine euklidische
Hiille von K, und zwar die einzige, die in E’ enthalten ist.

Die letzte Aussage folgt direkt aus der hier vorgefithrten Konstruktion.
(I

Euklidische Korper zeichnen sich dadurch aus, daf sie genau eine Anord-
nung besitzen. Natiirlich ist die Einschrankung der Anordnung eines euklidi-
schen Korpers auf einen Unterkorper dort auch eine Anordnung. Im folgenden

[3-11Sjehe [Bec73, Satz 5]
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wollen wir die Zusammenhénge zwischen den Anordnungen eines Korpers
sowie seinen euklidischen Hiille untersuchen. Dazu benotigen wir zunéchst
folgende Bezeichnung;:

Definition 3.12 Sei K ein Korper, versehen mit einer Anordnung P. Eine
euklidische Hiille E von K heifst zu P gehorend oder auch Hiille zu P, wenn
P die von E auf K induzierte Anordnung ist:

P=KnE?

Es ist nun eine interessante Frage, ob sich zu jeder Anordnung eines
Korpers auch eine euklidische Hiille finden 1&8t. Interessanterweise 1483t sich
diese Frage stets mit ,,Ja* beantworten:

Satz 3.13  Zu jeder Anordnung P eines formal reellen Kérpers K gibt es
euklidische Hiillen.

BEWEIS: Sei P eine beliebige Anordnung auf K. Dann ist K (v/P) := K (W)
mit W := {/z|x € P}, also ein Erweiterungskorper von K, auf den P mit
(1.9) fortsetzbar ist. Mit (3.11) folgt sofort die Existenz einer euklidischen
Hiille, die K (v/P) umfaBt und deren Anordnung eine Fortsetzung der An-
ordnung von K (v/P) ist; also eine Fortsetzung von P ist. O

Satz 3.14  Zur Anordnung P eines formal reellen Korpers K gehore die
euklidische Hille E; E' sei ein euklidischer Erweiterungskorper, der P auf
K induziere. Bei diesen Voraussetzungen besitzt jeder anordnungstreue Mo-
nomorphismus 7 : K — E' eine eindeutige Fortsetzung o : E — E'; o ist
anordnungstreu.

BEWEIS: Ein Monomorphismus zwischen zwei euklidischen Korpern ist na-
tiirlich stets anordnungstreu, da die Anordnung hier durch die Quadrate
definiert wird.

Sei M die Menge aller Paare (L, o), bestehend aus einem Zwischenkorper L
von F iiber K und einer Fortsetzung oy, : L — E’ von 7, die anordnungstreu

[3-131Sjehe [Bec73, Satz 7]
[3-14Sjehe [Bec73, Satz 8]
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und ein Monomorphismus ist. Auf M fithren wir nun unter der Bezeichnung
< eine Ordnungsrelation wie folgt ein:

(L1,0L1)<](L2,0'L2) < L1 CLQ/\O’Ll :UL2|L1-

Zu jeder beziiglich < aufsteigende Kette I, (L1, op,)<(La, 0,)<. .. betrachten
wir zundchst Lg := U; L;, sowie o, das wir wie folgt definieren:

W ELSZH(L,UL) e = O'Ls(l) = O'L(l);

o, ist wohldefiniert:

Angenommen, es sei [ € Ly N Ly mit (Ly,0p,), (L2, 0r,) € K, so ist entweder
Ly C Ly oder Ly O Ls. Es sei ohne Beschréinkung der Allgemeinheit der erste
Fall gegeben. Dann ist o7, = op,|L1, also ist o, () = o7,(l). Damit existiert
in M zu jeder Kette IC mit (Ls, 0r,) eine obere Schranke.

Deshalb existiert in M nach Zorn mindestens ein maximales Element,
nennen wir es (L, o).

Ist dieses L nicht euklidisch, so existiert ein 0 < a € (L*|J E*)\L?. Auf
die Erweiterung L(y/a) aber, die in E enthalten ist, lafit sich nach (1.9) die
Anordnung von L fortsetzen. Fiir das Bild von a unter o, gilt also mit a auch
or(a) > 0. Das Bild ist also ein Quadrat oy(a) = b?, da E’ euklidisch ist.
Die Abbildung oy, 1a8t sich durch op/(x + y/a) — or(x) + or(y)b ebenfalls
fortsetzen, so daB3 L im Widerspruch zur Annahme nicht maximal gew&hlt
war. Also ist L euklidisch und daher mit E identisch; das aber bedeutet
O =20yp.

Nach (3.11) existiert in E’ genau eine euklidische Hiille von 7(K), die-
se ist also o(F). Die Erkenntnis, dal E keine K-Automorphismen besitzt,
folgt sofort aus der Tatsache, dal man von K durch K© = K K0+D .=
K(y/a);a € K% bis zu E aufsteigen kann. 0

Sofort folgt damit das folgende

Korollar 3.15 Je zwei euklidische Hiillen zu einer Anordnung P des reellen
Korpers K sind tiber K isomorph.

[3-151Sjehe [Bec73, Satz 8, Korollar 1]
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Bereits die Definition der euklidischen Korper hat angedeutet, dafl eine
engere Beziehung zwischen euklidischen und pythagoreischen Korpern beste-
hen muf. Jeder pythagoreische Erweiterungskorper von K enthélt die pytha-
goreische Hiille Ky, also umfaf3t auch jeder euklidische Erweiterungskorper £
von K als Teilkdrper Kpp. Es ist nicht schwer zu sehen, dal der Durchschnitt
aller euklidischen Hiillen von K sogar mit K7y iibereinstimmt:

Satz 3.16 Die pythagoreische Hiille Ky eines formal reellen Korpers K ist
der Durchschnitt aller euklidischen Hiillen.

BEWEIS: Ganz klar ist die pythagoreische Hiille von K definitionsgeméf in
jeder eukidischen Hiille von K enthalten, also auch in deren Schnitt. Es ist
also lediglich zu zeigen, dafl der Schnitt nicht echt grofler ist:

Der pythagoreische Abschlufl Ky ist nach (2.13) die grofite 2-Erweiter-
ung, auf die sich alle Anordnungen von K fortsetzen lassen. Damit sind die
euklidischen Hiillen von Kp mit denen von K identisch.

Es sei L der Durchschnitt aller euklidischer Hiillen von K'; L ist normal
und, mit den euklidischen Hiillen, auch separabel, also galoissch, und somit
eine 2-Erweiterung von Kij.

Es sei L # Kp. Nach (1.21) existiert dann ein quadratischer Erweiterungs-
korper Ly = Kp(yv/a) mit L C Lg. Dann aber besitzt Ly nicht mehr alle
Anordnungen von K, also gibt es eine Anordnung P von K, deren euklidische
Hiille Ep kein Erweiterungskorper von L ist. Dies steht im Widerspruch zur
Annahme, L sei der Durchschnitt aller euklidischer Hiillen von K, also kann
L nicht echt groBer als Kpp sein. O

Als direkte Folgerung des letzten Satzes erhalten wir sogar:

Korollar 3.17  Sei £ eine Familie von euklidischen Korpern. Dann ist
Nges E pythagoreisch.

BEWEIS: Es sei K :=\pee £. Dann ist mit den Bezeichnungen des zweiten
Kapitels, insbesondere von Definition (2.6),

K=NE= () P.
Eeg PePk

Mit (2.7) folgt das Behauptete. O

[3-16]Sjehe [Bec73, Satz 10]
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3.3 Der Satz von Whaples mit Folgerungen

Auf G. Whaples geht ein Kennzeichnungssatz fiir euklidische Korper zuriick,
den wir im folgenden in mehreren Schritten erarbeiten und beweisen wollen.
Betrachten wir zunéchst folgendes Lemma:

Lemma 3.18 Fs sei K ein euklidischer Korper. Dann ist Ko = K(i).

BEWEIS: Der Beweis ist denkbar einfach:

Sei K euklidisch. Nach (3.4) besitzt K nur eine einzige quadratische Er-
weiterung, namlich K (i). K(¢) allerdings besitzt keine weitere quadratische
Erweiterung. Mit (1.21) bedeutet dies: Ky = K (1). O

Als néchsten Schritt iiberlegen wir uns, was es bedeutet, wenn die maxi-
male 2-Erweiterung eines Korpers K einen endlichen Grad iiber K besitzt.
Wir werden erkennen, dafl dann bereits K euklidisch ist und [Ks : K] = 2
folgt.

Lemma 3.19 Sei K ein formal reeller Korper mit Charakteristik # 2. Ist
(K, : K| endlich, so gilt: K ist ein euklidischer Kérper.

BEWEIS: K5/K ist eine galoissche Korpererweiterung nach (1.21). Deshalb
gibt es einen Zwischenkorper F von K,/K mit [Ky : E] = 2. Dieser ist
dann allerdings Ky = F(i). Dies wiederum besagt: E ist euklidisch (etwa mit
(3.4)), und mit (3.7) ist dann sogar K euklidisch. Mit Lemma (3.18) bedeutet
das: K = F; und mithin ist K euklidisch. O

Das eben bewiesene Lemma stellt einen Teil des Kennzeichnungssatzes
von G.Whaples dar. Der vollstindige Satz, den wir nachstehend behandeln,
stellt keinerlei Anforderungen mehr an den zugrundeliegenden Korper. Dies
allerdings macht den Beweis derart kompliziert, da dann im Fall von Koérpern
ohne p-te Einheitswurzeln grofie Probleme auftreten. Wir werden daher in
dieser Arbeit nicht den vollstéindigen Beweis fiir den Satz von Whaples liefern;
er kann in der Literatur, etwa in [Bec73] gut nachvollzogen werden.

[3-181GSjehe [Bec73, Satz 3; 2.Hiilfte]

49



Satz 3.20 (Satz von Whaples) Sei K ein Kirper. Ist fiir eine Primzahl p
die mazimale p-Erweiterung K, von K eine echte, aber endliche Erweiterung,
so folgt: p = 2, K ist euklidischer Korper und Ko = K(i). Umgekehrt gilt fir
jeden euklidischen Korper Ko = K(i).

BEWEIS: Sei zunéchst die Charakteristik von K von p verschieden. Nehmen
wir an, p # 2. K enthélt dann eine primitive p-te Einheitswurzel . Ohne
Einschrankung diirfen wir annehmen, da8 K,/K zyklisch vom Grad p ist.
K (/) ist eine p-Erweiterung von K, somit n = ¢/ € K,,. Entweder liegt
1 bereits wieder in K, oder aber es ist X? — ( = 0 das Minimalpolynom
zu 7 iiber K. Da p ungerade ist, ergibt sich in jedem Fall: Nk, x = (.
Ziehen wir [Alb38, chap.IX,§6,Th.11] zu Hilfe, so erkennen wir, dafl dann K
allerdings eine zyklische Erweiterung vom Grad p? besitzen muB. Das ist ein
Widerspruch.

Der Fall p = 2 wurde bereits in (3.19) behandelt.

Auf den Beweis des allgemeinen Falls wird hier mit Hinweis auf die an-
gegebene Literatur verzichtet. O

Als Folgerung von (3.20) gewinnen wir sofort folgenden Kennzeichnungs-
satz:

Satz 3.21  FEs sei K ein Korper sowie E eine Erweiterung von K. Dann
sind dquivalent:

a) K ist formal reell, und E ist eine euklidische Hiille von K,
b) E ist euklidisch und in Ky enthalten,

c) ECK,, [Ky: E] =2,

d) EC Ky, 1 <[Ky: E] <oo.

[3-20Gjehe [Bec73, Satz 3]. Hier wird direkt aus einer Arbeit von G.Whaples zitiert.
[3-21]Gjehe [Bec73, Satz 6]

50



BEWEIS: a)=-b): Nach der Konstruktion in (3.11) ist £ C K, sofort klar.
b)=-c): Nach (3.4) ist E(i) die einzige quadratische Erweiterung von FE.
Daraus folgt allerdings: E(7) ist 2-abgeschlossen, also Ky C E(i). Das zeigt
ECKQU_Hd [KQE]:Q

c)=d): Die Aussage ist trivial.

d)=a): Wire E 2-abgeschlossen, so folgte mit £ C Ky sofort £ = K,
und mithin [Ks : E] = 1. Also ist Fy # FE, und wir erhalten auflerdem
1 < [Ey : E] < 0o. Mit dem Satz von Whaples (3.20) ist F euklidisch. K
ist notwendigerweise formal reell, sonst wire E als Erweiterungskorper nicht
euklidisch. Es bleibt zu zeigen, dafl E eine euklidische Hiille und mithin
minimal ist. Angenommen, es sei E’ eine euklidische Hiille von K, aber ein
echter Unterkorper von E. Dann gilt fiir £’ mit (3.4) ebenfalls Ky = E'(i),
also £’ = E im Widerspruch zur Annahme. O

3.4 Die euklidischen Unterkorper von IR

Dieser Abschnitt behandelt kurz die Frage nach den euklidischen Zwischen-
korpern zwischen Q und R.

Lemma 3.22 Der euklidische Abschluf$ von Q ist echt kleiner als der reelle
Abschlufl von Q.

BEWEIS: Der euklidische Abschlufl von Q ist eine 2-Erweiterung von Q; daher
ist jedes Element in Q algebraisch iiber Q, und die dazugehorige Ordnung
ist eine Potenz von 2.

Der reelle Abschlufl umfafit allerdings alle reellen algebraischen Erweite-
rungen von Q, ist also echt grofler. O

Mit dieser Eigenschaft folgt auflerdem sofort:

Korollar 3.23 In R ist ein euklidischer Teilkorper enthalten, der echt klei-
ner 1st.

Damit allein wollen wir uns allerdings nicht begniigen. Bekanntlich exi-
stiert eine Transzendenzbasis B von R iiber Q. Die Michtigkeit von B ist
gleich der Machtigkeit von IR. Mit dieser Tatsache konnen wir leicht folgen-
des Lemma beweisen:
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Lemma 3.24 Die Familie der euklidischen Teilkérper von R ist zu R min-
destens gleichmdchtig.

BEWEIS: Seien by, by € B Elemente der Transzendenzbasis. Dann sind b; und
b, algebraisch unabhéingig iiber Q und mithin transzendent. Aufgrund der
algebraischen Unabhéngigkeit sind dann auch Q(b;) und Q(by) verschiedene
echte Erweiterungen von Q.

Beide Korpererweiterungen sind eingebettet in IR und besitzen daher eine
Anordnung, sind also formal reell. Es geniigt nun zu zeigen: Die euklidischen
Hiillen £ von Q(by) und Ey von Q(by) sind verschieden.

Angenommen, es sei F; = F» fiir irgendwelche by, b, € B. Dann existiert
ein Zwischenkorper L von Q(b;) € L C E; und Q(by) C L C E,. L ist
in der euklidischen Hiille von Q(b;) enthalten und daher eine 2-Erweiterung
von Q(by). by ist deshalb algebraisch und von endlichem Grad (sogar einer
Potenz von 2) iiber Q(b).

Sei f € Q(by)[X] das Minimalpolynom zu by iiber Q(b;). Dann ist f von
der Gestalt
fX)=X"4+X""a, 1 +...+ X'ay +ag,

dabei 148t sich jedes a; € Q(by) schreiben als a; := a; + 3;b1. Damit hat das
Polynom ¢ € Q[X, Y] mit

g(X,Y) = X"+ X", 1+ X" Y B+ X" 2o+ XY B ot
o+ X o + XY B+ Y By + ag

die Wurzel (by,by). Da B allerdings eine Transzendenzbasis ist, folgt damit
bereits b; = bs. O

Die letzte Aussage konnten noch sehr leicht elementar bewiesen werden.
Wir werden sofort erkennen, daf3 dieselbe Strategie auch fiir einen sehr viel
allgemeineren Fall zum Ziel fiihrt. Bevor wir uns allerdings daran machen
konnen, dieses Ergebnis so allgemein als moglich zu formulieren, wird es
erforderlich, kurz ein Lemma iiber algebraisch unabhéngige Systeme und
transzendente Erweiterungskorper zu beweisen:

Lemma 3.25 Es sei K ein Korper, sowie T ein iber K algebraisch un-
abhingiges System. Seien ferner B C T eine Teilmenge sowie b € T ir-
gendein Element von T . Offensichtlich ist E = K(B) ein B umfassender
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Erweiterungskorper von K, sowie L := FE(b) ein Erweiterungskorper von E,
der b enthdlt, und es gilt:

Genau dann ist b algebraisch tiber E, wenn b € B.

BEWEIS: Ist b € B, so ist selbstverstdndlich b algebraisch iiber F; der Er-
weiterungskorper L von E ist dann nédmlich kein echter. Es bleibt also nur
die Gegenrichtung zu zeigen:

Ist L keine echte algebraische Erweiterung von FE so ist natiirlich b nicht
algebraisch iiber F, und mithin nicht in B enthalten.

So sei also L im folgenden eine echte algebraische Erweiterung von E; es
ist dann b algebraisch iiber F, also existiert ein Minimalpolnom mit Koeffi-
zienten \; aus E zu b:

SoAb =0
=0

Bekanntlich 148t sich jedes Element einer algebraischen Korpererweiterung
schreiben als Quotient zweier Polynome iiber dem Grundkorper, so dafl die
Koeffizienten aus obigem Polynom etwa von folgender Gestalt sind:

DN A S /2
g=07g0 gt i Ai
bl,,breB,l]] 'j’hk)k

k
L 1odr 1000

)\i et
o i kk
2 k=0 hk%,...,k’;bl byt

Der bemerkenswerte und wichtige Gesichtspunkt dabei ist, dafl hier jeweils
nur endlich viele Elemente aus B bei der Bildung eines der Koeffizienten \;
beteiligt sind; deswegen diirfen wir uns auch erlauben, fiir beide Polnome
in allen n Koeffizienten A,..., A, dieselbe r-Elementige Teilmenge von B
zugrunde zu legen.

Setzen wir diese allgemeine Form fiir die \; in das Minimalpolnom von b
ein, so erhalten wir:

I e 0
=0 30 o hi I i
= k=0 "k gEVL e OT
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Nun Multiplizieren wir dieses Polnom mit allen im Nenner auftretenden Po-
lynomen und erhalten:

19

3 (Z l;{?’m’jzb{{ -b;'ﬁ') : H

i=0 j=0

(Zhgz k,ﬁblflf-...-b?) b =0
k=0

p=1
p

Da die Menge der Polynome in by, ..., b, iiber K Ringstruktur besitzt,
ist auch das Produkt der n Polynome in der letzten Gleichung wieder ein Po-
lynom der gleichen Gestalt, so dafl wir schliellich wie folgt schreiben kénnen:

n m
ki g1 ki i i
Z (Z ’yki,jA,l?""kivj*”"bl o brldw) b =0 ,}/ko’o’l’ e ’f}/knym,r € K

i=0 \j=0

Und mithin

n m
ki g1 2 i
Z Z ’Yki,j,l,...,ki,j,Tbl b bt =10 Vroo1s -+ Venmar € K
i=0 j=0

Da jetzt allerdings die Menge B U {b} C 7 algebraisch unabhéngig ist
kann diese letzte Gleichheit nur bedeuten, dafl entweder alle koo 1, ..., kymr
verschwinden, oder dafl bereits b € B. Den ersten Fall kénnen wir aussch-
lieen, da der Polynomring iiber einem Koérper nullteilerfrei ist, so dal b € B
als einzige Moglichkeit verbleibt. Damit allerdings ist die Aussage bewiesen.

O

Jetzt sind wir in der Lage, die allgemeinste mogliche Aussage iiber die
Anzahl der euklidischen Unterkorper von IR zu formulieren:

Satz 3.26 FEs bezeichne £ .= E'QR die Menge der euklidischen Zwischenkdrper
von Q und R. Dann ist |£| = 2/RI.

BEWEIS: Wir werden den Satz in zwei Schritten beweisen, von denen der
zweite trivial ist:

1. |€| > 2Rl werden wir zeigen, indem wir nachweisen:

T:p(B)—& : Bw~rT1(B),
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ist eine Injektion der Potenzmenge von B in &, wobei 7(B) die euklidische
Hiille zur von R auf Q(B) induzierten Anordnung von Q(B) sei. Seien dazu
Bi, By € B zwei beliebige Teilmengen von B, fiir die wir B; # B, annehmen,;
im anderen Fall wére nichts zu zeigen.

Es gentigt zu zeigen: Die euklidischen Hiillen von Q(B;) und Q(B;) sind
verschieden; das bedeutet, dafl mindestens eine der beiden Hiillen Elemen-
te enthélt, die nicht in der anderen enthalten sind. Wir werden die beiden
verschiedenen Teilmengen Bp, By von B dazu benutzen, ein solches Element
nachzuweisen.

Aus Symmetriegriinden ist es offensichtlich, dafl wir annehmen diirfen, es
existiere ein b € By, welches nicht bereits in By enthalten ist. Dann ist b
auch nicht in Q(By) enthalten, da dann b algebraisch wire {iber Q(Bsz), und
dies mit (3.25) der Voraussetzung b ¢ By widerspricht.

Da wir in (3.11) bereits bewiesen haben, daf§ euklidische Hiillen algebrai-
sche Erweiterungen sind, mufl aber b algebraisch {iber Q(B3) sein, wenn die

euklidischen Hiillen von Q(B;) und Q(B3) gleich sein sollen. Dieser offen-
sichtliche Widerspruch begriindet die Aussage.

2. |€] < 2Rl ist trivial, da R nicht mehr Teilmengen enthalten kann als die
Potenzmenge Elemente enthélt. O

3.5 Formale Potenzreihenkorper iiber eukli-
dischen Koérpern

Wie bereits im Kapitel iiber pythagoreische Korper wollen wir auch hier
zunéchst die Frage behandeln, wie sich Korper formaler Potenzreihen iiber
euklidischen Korpern verhalten. Wir hatten zuvor gesehen, dafl dies im Fall
der pythagoreischen Korper duferst einfach war: Ohne Einschrénkungen war
H¢(G, K) genau dann pythagoreisch, wenn dies bereits auch auf K zutrifft.
Wollen wir ein dhnliches Resultat auch fiir einen euklidischen Korper K erzie-
len, so miissen wir zunéchst die Frage nach den Anordnungen von H(G, K)
stellen.

Im folgenden sei stets K euklidisch. Ist nun aber K euklidisch, so ist
auch jedes x € Pk ein Quadrat und Pk ist die einzige Anordnung von K
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nach (3.2). In (1.35) haben wir fiir die Menge der Quadrate in H;(G, K)
erkannt, dafl dafiir sowohl die Quadrate in K, als auch die Struktur von G
von gleichwertiger Bedeutung sind: Mit der Bezeichnung G, := {2g: g € G}
18t sich das so formulieren: p € H¢(G, K) ist ein Quadrat genau dann, wenn
ord(p) € Gy und anf(p) € f(ord(p)/2,ord(p)/2)K?. AuBlerdem findet man
leicht, daf im Fall Gy # G sofort [G : G] = 2 folgt.

Mit dieser Charakterisierung folgt sofort folgendes Lemma:

Satz 3.27 Es sei K ein beliebiger Korper. Hf(G, K) ist genau dann eukli-
disch, wenn G = Gy und K euklidisch ist.

BEWEIS: Ist H;(G, K) euklidisch, so besitzt H;(G, K) nach (3.2) genau
eine Anordnung, und das sind die Quadrate in H¢(G, K). Also existiert auch
eine Anordnung auf der Einbettung von K in Hy(G, K): Fiir jedes x € K*
ist entweder t'x oder (—t")z in der Anordnung, und damit in der Menge
der Quadrate von H;(G, K) enthalten. Damit ist aber auch fir jedes z €
K> entweder x oder (—z) ein Quadrat nach unserer Voriiberlegung; K ist
notwendigerweise euklidisch. Sei nun G # G, so betrachten wir die formale
Potenzreihe t9 € H;(G, K) mit g € G\G2. Entweder 7 oder (—t9) muf ein
Quadrat sein, und folglich wiederum geméfl unserer Voriiberlegung g € Gb.

Die Umkehrung ist trivial. O
BEISPIEL 1: Hy( Z, R) ist nicht euklidisch:
Ganz klar verletzt Z die Bedingung Z, = Z. J

BEISPIEL 2: H((Q, R) ist euklidisch:
R ist euklidisch (siehe Beispiel nach (3.2)), und fiir Q gilt offensichtlich Qy =
Q. 1

Wir haben im zweiten Kapitel erkannt, dafl H;(G, K) fiir pythagoreisches
K stets wieder pythagoreisch ist. Folglich ist H¢(G, K) auch fiir euklidisches
K zumindest pythagoreisch — besitzt aber unter Umsténden mehr als eine
Anordnung, nédmlich genau dann, wenn G # G5. Die Frage, von welcher
Gestalt die dann zwangsldufig existierenden weiteren Anordnungen (neben
der von K kommenden) von H(G, K) aussehen, li8t sich ebenfalls sehr leicht
beantworten:
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Lemma 3.28 Sei K ein euklidischer Korper sowie Hy(G, K) ein Kérper
formaler Potenzreihen tber K. Ist Gy # G, so definiert

Q= {p € Hy(G,K)* :pe Hy(G,K)*V (ord(p) & Gy A anf(p) ¢ PK)}

eine Anordnung auf H;(G, K), wobei Px wie iblich die Anordnung auf K
bezeichnet.

Diese Konstruktion ist denkbar einfach und liegt auf der Hand: Die Quadra-
te sind in jeder Anordnung eines Korpers enthalten. Unter allen formalen
Potenzreihen mit ,ungerader” Ordnung erkldren wir diejenigen als positiv,
welche einen in K negativen Anfangskoeffizienten besitzen.

BEWEIS: Zum Nachweis der Behauptung betrachte man:

Die Eigenschaften @ N (—Q) = 0 sowie Q U (—Q) = H;(G, K)* sind of-
fensichtlich. Ebenfalls offensichtlich ist die additive Abgeschlossenheit von
Q. Fiir die multiplikative Abgeschlossenheit beachte man die Produktformel
und erhalt:

e Das Produkt zweier Quadrate ist wieder ein Quadrat, liegt also in ().

e Das Produkt zweier Nicht-Quadrate ist ebenfalls ein Quadrat und da-
mit in Q.

e Das Produkt von Quadrat und Nicht-Quadrat ist kein Quadrat, da die
Ordnung nicht in G liegt. Auflerdem ist der Anfangskoeffizient negativ,
das Ergebnis liegt also wieder in Q).

Dabei ist es wichtig, sich vor Augen zu halten, daf} in K jede positive Zahl ein
Quadrat ist, so dafl ohne Beschriankung der Allgemeinheit f trivial angenom-
men werden darf. Aulerdem geht hier wiederum mafigeblich die zusétzliche
Bedingung f(a,b) > 0Va,b € G ein. O
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Schlufibemerkungen

Die Theorie der pythagoreischen und euklidischen Korper ist bei weitem
noch nicht abgeschlossen. Viele Fragen sind noch offen oder gar noch iiber-
haupt nicht formuliert worden, so dafl hier noch Potential fiir Untersuchun-
gen vorhanden ist. Wir wollen an dieser Stelle noch einen kurzen Uberblick
iiber einige Verdffentlichungen der letzten Jahr geben, die ebenfalls mit den
hier behandelten Themen befaft sind oder weitergehende Untersuchungen
anstellen; diese Auflistung steht hier selbstverstédndlich ohne Anspruch auf
Vollstandigkeit, sie soll vielmehr als Anregung fiir das weiterfithrende Lesen
und als Einstieg in die fortfithrende Literatur auf diesem Gebiet dienen.

Diller und Dress untersuchen in [DD65] die Galoisgruppe solcher Kérperer-
weiterungen eines pythagoreischen Korpers, die eine Erweiterung vom Gra-
de 2" sind, durch eine Charakterisierung der Quadratklassenstruktur des
Grundkorpers.

Eine genauere Untersuchung des pythagoreischen Abschlusses spezieller Kor-
per unternimmt Griffin in [Gri76]; und zwar widmet er sich nach eingehender
Betrachtung allgemeiner Kérper zunéchst solchen, die unter speziellen Be-
wertungen abgeschlossen sind, und sodann globalen Kérpern.

In seinem Artikel [Bro76] geht Brocker auf die sogenannten erblich pytha-
goreischen Kdorper ein. Das sind solche Korper, die pythagoreisch sind und
die keine formal reellen endlich-algebraischen Erweiterungen besitzen, die
nicht auch pythagoreisch sind. Als Q2-pythagoreisch werden ferner Korper be-
zeichnet, die erblich pythagoreisch innerhalb eines p-abgeschlossen Koérpers
) sind. Brocker stellt unter anderem Zusammenhénge zwischen Féachern
und -pythagoreischen Koérpern her. Eine schwéchere Eigenschaft ist die fol-
gende: Ist zu einem pthagoreischen Korper bereits jeder formal reelle qua-
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dratische Erweiterungskorper pythagoreisch, dann heifit der Korper strikt-
pythagoreisch. Solche Korper werden in [Bro72] durch Brocker behandelt.

Auf die Arbeiten von Brocker aufbauend hat Jacob ebenfalls die Struktur
pythagoreischer Kérper bewertungstheoretisch ergriindet und seine Ergebnis-
se in [Jac81c| verdffentlicht. Weitergehende, galoistheoretische Eigenschaften
pythagoreischer Korper finden sich dariiberhinaus in [Jac81b]. In der Ar-
beit [Jac81a] schlieBlich verallgemeinert Jacob einen Kennzeichnungssatz von
Brocker und Brown fiir superpythagoreische Kéorper; das sind pythagoreische
Korper, deren Quadrate einen (starken) Facher bilden. Superpythagoreische
Koérper werden auch manchmal als strikt-pythagoreisch bezeichnet.

Das Konzept der Vererbung kann auch auf euklidische Korper iibertragen
werden. So heifit ein Korper erblich euklidisch, wenn er und alle endlich al-
gebraischen Erweiterungskorper eudklidisch sind. Solche Korper untersuchen
Prestel und Ziegler in [PZ73] und charakterisieren sie aulerdem bewertungs-
theoretisch sowie galoistheoretisch.

Die Struktur der Galoisgruppe Ky;/K wird von Ware in [War83] unter zuhil-
fenahme der Theorie der Quadratischen Formen untersucht. Dabei legt der
Autor besonderen Wert auf die Betrachtung der Beziehungen zur Torsions-
untergruppe des Wittrings W (K).

Von Becker wurden solche Korper untersucht, fiir die die Galoisgruppe ge-
wisser Korpererweiterungen abelsch ist. In [Bec78] fithrt das den Autor zu
einer Untersuchung der Summen von Quadraten, weiteren 2"-ten Potenzen
und deren Zusammenhénge mit pythagoreischen Korpern.

Bei der Suche nach nicht formal reellen Kérpern mit nichttrivialem Kap-
lansky-Radikal konnte Berman in [Ber79] durch Betrachtung spezieller Er-
weiterungen pthagoreischer Korper und dem Raum deren Anordnungen eben-
falls einige bemerkenswerte Ergebnisse erzielen.

Am Ende dieser Arbeit mochte ich den verbleibenden Platz noch nutzen,
um einige Danksagungen auszusprechen:
Recht herzlich m6chte ich meinem Aufgabensteller und Betreuer, Herrn Pro-
fessor Dr. Heinz Wahling, fiir die Unterstiitzung wiahrend der letzten sechs
Monate danken. Seiner Inspiration ist es nicht nur zuzuschreiben, dafl die
Theorie der Korper formaler Potenzreihen nicht nur zur Konstruktion von
Beispielen verwendet wurde sondern daf3 tatséchlich echte Aussagen iiber die
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Zusammenhénge von Korpern und ihren Potenzreihenkorper moéglich wur-
den, sondern auch, daf} es zu den Betrachtungen iiber die Anzahl der eukli-
dischen Teilkérper von IR kam.

Meinen Eltern und meinen zwei Briidern mochte ich dafiir danken, dafl
sie mich so sehr moralisch unterstiitzt und mir auch sonst alle méglichen
Steine aus dem Weg gerdumt haben.

Schliefllich gilt meine Dankbarkeit noch einer Reihe von Menschen, die
ich mich freue meine Freunde nennen zu diirfen, deren Geduld ich wohl in
der letzten Zeit durch Unanwesenheit oder chronische Ubermiidung stark
strapaziert habe doch die alle einzeln zu nennen der Platz hier aber leider
nicht ausreicht.

Thomas Ganter
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